
P
E

K
I

N

G
U N I V E

R
S

I
T

Y

1 8 9 8

本科生毕业论文

题目：基于人工势场法的机器人任务

与运动规划算法研究

Robot Task and Motion

Planning Based on Artificial

Potential Field

姓 名： 王帅康

学 号： 1900011011

院 系： 工学院

专 业： 机器人工程

导师姓名： 国萌助理教授

二〇二三年六月



版权声明

任何收存和保管本论文各种版本的单位和个人，未经本论文作者同意，不得将本

论文转借他人，亦不得随意复制、抄录、拍照或以任何方式传播。否则，引起有碍作

者著作权之问题，将可能承担法律责任。



摘要

机器人的导航与运动规划在现实生活中有着广泛的应用。导航势函数（Navigation

Function，NF）是具有全局收敛性并且无局部最小值的势场，可用于生成安全可靠的

机器人导航策略。其核心思想是对特定形状的障碍物进行微分同胚映射，从而将障

碍物相互重叠而成的丛林空间（Forest World）变换成相互独立的圆形空间（Sphere

World），并在其中定义出势函数。导航势函数的优点在于，给定障碍物的隐式表达函

数后，相关的微分同胚映射和势函数可以解析地表示出来。然而，传统的导航势函数

存在局部震荡、路径代价不是最优等缺点。并且，在障碍物环境比较复杂时，计算相

关的转换函数十分繁琐，特别是在机器人逐步探索未知工作空间的情况下，往往需要

重新计算转换函数，导致计算复杂度较高。

此外，线性时序逻辑（Linear Temporal Logic，LTL）公式是描述复杂时间任务的

一种形式化方法，在机器人的任务规划领域有着广泛的应用。形式化表达的语言可以

通过模型检测工具进行求解，从而得到最优的任务规划结果。但是，当使用线性时序

逻辑公式在未知环境中规划复杂任务时，子任务之间的导航代价往往基于初始环境进

行离线估计，从而会产生次优结果。而且，一般情况下，任务规划和运动规划是独立

完成的，但它们的相互耦合对整体规划的时效性和安全性有很大的影响。

针对上述问题，本研究提出了一种集成任务与运动规划的复合框架，以实现在任

务自动机的指导下高效地在线迭代计算势场，并根据环境变化在线调整任务规划以

得到最优结果。特别地，本研究提出了一种双层导航树结构（Dual-Layer Navigation

Tree，DLNT）：（i）引入带有角度偏向的搜索算法实现上层任务规划；（ii）利用基于

定向谐势场的搜索树实现底层运动规划。该双层规划结构可以根据在线执行期间的环

境变化进行更新和调整，以反映在真实工作空间中的导航可行性和最优性。通过将任

务规划和运动规划相耦合，所提方法不仅能保证全局导航的安全性和收敛性，还能保

证机器人运动的最优性和稳定性。同时，双层规划结构可以避免传统势场法出现的局

部振荡和高代价的路径，以及传统搜索法出现的不满足运动学约束和高计算复杂度等

已知问题。最后，本文进行了大量的仿真实验和硬件实验。实验结果表明，所提方法

能实现机器人在未知环境中高效地在线执行任务，与一些前沿方法相比具有明显的优

越性。

关键词：任务规划,运动规划,任务自动机,人工势场,非完整约束



Abstract

Robot navigation and motion planning have significant practical applications in real-world

scenarios. Navigation functions (NF) provide globally convergent potential fields that are

provably free of local minima. Due to its analytical format, it is particularly suitable for

generating safe and reliable robot navigation policies. The main idea is to map the original

workspace to a sphere world via diffeomorphic transformations. However, traditional navi-

gation functions have shortcomings such as oscillations and long-detours. Additionally, for

complex environments that consist of a large number of overlapping obstacles, the computa-

tion of associated transformation functions can be tedious. This becomes more apparent when

the workspace is initially unknown and the underlying potential fields are updated constantly

as the robot explores it gradually.

Furthermore, Linear Temporal Logic (LTL) formulas are a formal method for describing com-

plex temporal tasks and suitable for task planning. Typically, LTL formulas can be solved by

automaton to obtain the optimal planning results. However, when using LTL formulas to plan

complex tasks in unknown environments, the navigation cost between subtasks is often esti-

mated off-line based on initial knowledge, yielding a sub-optimal plan for the actual environ-

ment. Moreover, while the task planning and motion planning are often tackled independently,

their interplay has a great impact on the overall safety and efficiency.

Thus, this work proposes an efficient and automated scheme to construct harmonic potentials

incrementally online as guided by the task automaton. A novel dual-layer navigation tree

(DLAT) structure is introduced that facilitates the hybrid combination of oriented search algo-

rithms for task planning and harmonic-based navigation controllers for non-holonomic robots.

Furthermore, both layers are adapted during online execution to reflect the actual navigation

feasibility and cost within the updated workspace. It not only retains the global safety and

convergence property, but also improves the smoothness of the generated trajectory. Known

issues such as oscillation or long-detours for purely potential-based methods and sharp-turns

or high computation complexity for purely search-based methods are prevented. Extensive nu-

merical simulation and hardware experiments are conducted against several strong baselines.

KEYWORDS: Task Planning, Motion Planning, Task Automaton, Harmonic Potentials, Non-

holonomic
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基于人工势场法的机器人任务与运动规划算法研究

第一章 绪论

1.1 研究背景及意义

自从人类开始意识到自己的存在，就不断在努力创造更多、更强大的工具来改善

生活。机器人技术的发展，无疑是这一历史进程中最引人注目的一步。机器人的诞生

为人类文明带来了前所未有的机遇和挑战，已经深刻地改变了人类的生产生活和工作

方式。它们可以代替人类完成危险、繁琐、高风险和高精度的工作，比如在太空、深

海和工厂环境中执行复杂任务，极大地提高了生产效率和工作安全性，为人类社会的

进步起到了举足轻重的促进作用。

近年来，随着人工智能技术的快速发展，自主移动机器人在生产生活中扮演着越

来越重要的角色，成为了现代科技领域的一个重要研究方向。自主移动机器人通过

感知、规划和控制等技术，能够在不同环境中替代人类执行复杂任务，已经在工业制

造、物流运输、农业生产、社会服务等多个领域得到了广泛的应用。对于自主移动机

器人而言，任务与运动规划（Task and Motion Planning, TAMP）是至关重要的技术。

其中包括两个关键问题：(i)高层任务规划（High-Level Task Planning），即需要将机器

人的子任务进行分解和调度，以完成整体的任务要求； (ii)底层运动规划（Low-Level

Motion Planning），即需要设计控制输入以驱动机器人从初始状态运动到目标状态，同

时避免与障碍物碰撞。

另一方面，伴随着技术的不断发展和社会需求的增加，移动机器人的应用场景从

简单的已知环境拓展到了复杂的未知环境。在未知环境中进行任务与运动规划需要解

决两个核心问题：首先是如何根据环境的变化不断调整机器人的控制策略，使其能够

安全地从初始状态运动到目标状态 [1, 2, 3, 4]。为了解决这个问题，需要设计动态的

运动规划算法，使机器人能够响应式地发现新的障碍物，从而调整控制策略，以确保

路径的安全性和可行性。其次是如何根据环境的变化调整任务规划，以使机器人能够

高效地完成任务，并保证任务的最优性 [5, 6]。为了解决该问题，需要在线地更新任

务点之间的代价，以反映机器人实际的运动代价。传统的任务与运动规划算法往往将

任务规划和运动规划作为两个独立的模块进行处理，而忽略了它们之间的密切依赖关

系，但两者的相互耦合对整体规划的时效性和安全性有很大的影响 [7, 8]，而且一般情

况下，独立的规划方法可能会导致机器人执行效率低下、甚至不安全。因此，如何设

计一种集成任务与运动规划复合规划算法，以确保机器人在未知环境中高效地执行复

杂任务，是一项具有挑战并且亟待解决的问题 [9, 10]。
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基于人工势场法的机器人任务与运动规划算法研究

在机器人的任务规划算法中，最常见的方法是线性时序逻辑（Linear Temporal

Logic，LTL）公式 [11]。 LTL是描述复杂时间任务的一种形式化方法，可以表述具有

时序属性的系统行为。形式化表达的语言可以通过模型检测工具，如Büchi自动机进行

求解，从而得到最优的任务规划结果。 LTL的优势在于它可以描述系统的时间性质，

如何组合行为以达到特定目标，以及如何在系统行为的不同时间点实现特定的任务要

求。这使得LTL成为了一种有效的工具，可用于规范机器人行为，从而完成一系列任

务。但是，当使用LTL在未知环境中规划复杂任务时，子任务之间的导航代价往往基

于初始环境进行离线估计，从而会产生次优结果。

在机器人的运动规划算法中，人工势场法是近几年比较热门的算法，其中导航势

函数（Navigation Functions，NF）是较为前沿的一种方法 [3]。导航势函数是具有全局

收敛性并且无局部最小值的势场，可用于生成安全可靠的机器人导航策略。其核心思

想是对特定几何形状的障碍物进行微分同胚变映射，从而将障碍物相互重叠而成的丛

林空间（Forest World）变换成相互独立的圆形空间（Sphere World），并在其中定义势

函数。这种方法的优点在于，给定障碍物的隐式表达函数后，相关的微分同胚映射和

势函数可以解析地表示出来。然而，传统的导航势函数存在局部震荡、路径代价不是

最优等缺点。并且，在障碍物环境比较复杂时，计算相关的转换函数会十分繁琐，特

别是在机器人逐步探索未知工作空间的情况下，往往需要重新计算势函数，导致计算

复杂度较高。

针对这些问题，本研究提出了一种集成任务规划和运动规划的复合规划框架：根

据线性时序逻辑公式实现高层任务规划，并根据任务自动机的引导在线地构建导航势

函数，从而驱动机器人在任务点之间实现安全导航。所提方法解决了传统算法的局限

性，实现了机器人在未知环境中高效并且安全地执行复杂任务。

1.2 研究现状

近年来，机器人的任务与运动规划领域受到了科研工作者的广泛关注和研究。为

了提高机器人在执行任务时的效率和安全性，研究者们不断探索和提出了许多新的方

法和技术。本文旨在对几种常见且最前沿的方法进行总结和概述。

人工势场法： 关于机器人运动规划算法，人工势场法 [12, 13, 14, 15] 提供了一

种直观而解析的框架来解决机器人导航过程中的安全性和收敛性问题。其主要思想是

引入针对目标点的吸引力和针对障碍物的排斥力，从而在工作空间中构建出一个势函

数，其在目标点取得全局最小值，而在障碍物边界上取得最大值。当机器人沿着势场

的负梯度方向运动时，会自然地收敛到取得全局最小值的目标点。然而，传统的构建

势场的方法会在工作空间中产生非期望的局部最小值，当机器人运动到这些局部最小
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基于人工势场法的机器人任务与运动规划算法研究

值点时，受到的合力为零，从而停滞不前。导航势函数 [3]的问世解决了传统势场存在

局部最小值的问题。其核心思想是对特定几何形状的障碍物进行微分同胚变映射，从

而将现实中的复杂障碍物空间变换成圆形障碍物空间，并在其中定义势函数。该方法

可以严谨地被证明出来所有的局部最小值点都是非退化的鞍点，而且其测度为零。因

此，导航势函数保证了机器人运动规划的全局收敛性和安全性。得益于这些性质，导

航势函数法已经在多机器人系统、动态环境、动态目标点和移动机械臂等场景中得到

了应用。然而导航势函数生成的轨迹会有局部震荡，并且路径的代价比较高。此外，

导航势函数的构建必须对一些关键参数进行调节。当机器人在未知环境中并且障碍物

环境比较复杂的情况下，调参的过程十分繁琐，导致难以适应在线运行的情形。为了

解决该问题，在 [16, 17, 18, 19]等文献中，作者提出了将复杂障碍物空间微分同胚映

射到点空间（point world）的新型变换方法，该方法保留了传统导航势函数法的收敛

性和安全性等特点，并解决了需要调参的局限性。此外，在最近发表的 [10, 15, 20]等

文献中，作者避免了将复杂障碍物空间映射到圆形空间或者点空间的繁杂过程，而是

采用更广泛的边界基函数集合构建局部势场，并使用优化的方法对这些基函数的权重

进行优化，从而保证导航的安全性和收敛性。但是，该方法不能直接得到解析解，而

是采用数值方法解决复杂的参数优化问题，因此其计算复杂度较高。综上所述，尽管

导航势函数法保证了解析解、安全性和全局收敛性，但是如图 1.1所示，它们存在以

下一些缺陷： (i)在机器人沿障碍物边界或穿过狭窄通道时，可能会出现局部震荡或抖

动； (ii)当初始位姿略有改变时，在同一势场中可能会出现完全不同的轨迹； (iii)产生

的轨迹在路径长度或控制输出等方面的代价不是最优的； (iv)机器人到达目标位姿的

最终方向无法控制。

图 1.1 传统导航势函数法的轨迹图。左图：机器人能安全地从出发点（红色星号）运动到目标点
（橙色三角），但在运动过程中会发生严重的局部震荡，且路径代价很高；右图：机器人分别从相
近的两个出发点（红色星号和蓝色星号）运动到目标点（橙色三角），但两者的最终轨迹有很大的
差异，且到达目标点的方向无法控制。
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基于采样的算法： 此外，基于采样和搜索的方法，如文献 [1]中的RRT⋆、 [21]中

的PRM、[22]中的FMT⋆等，是解决高维运动规划问题的主要方法，尤其是对于存在几

何约束和运动学约束的系统。但由于需要在采样状态之间进行碰撞检测并且需要大

量采样点才能收敛到最优路径，其计算复杂度较高。由于人工势场法是解析的且能

够保证安全性和收敛性，因此将这两种方法结合起来具有很大潜力。近几年，在这个

方向上也有一些相关的研究，例如在文献[23]作者中使用矢量场来偏置搜索树的分支，

从而提高采样效率，减少迭代次数；文献[24]、[25]等采用了基于势函数的RRT⋆算法，

通过构建势场并在沿着势场负梯度的方向对采样点进行延伸，使得搜索树生长的方向

尽可能沿着目标点的方向。与传统的RRT⋆算法相比，这些方法显示出更高的效率和更

快的收敛速度。然而，这些方法主要集中在简单的而且是完全已知的环境中进行任务

导航，所有规划是离线执行的，在执行过程中不需要在线更新势场，也不需要调整搜

索算法的结构。因此，很难适应于未知环境下的运动规划。

未知环境下的导航算法： 在未知环境中实现机器人导航时，必须采用在线的方

法，因此初始时刻的规划结果必须根据实时感知得到的实际环境（如发现新的障碍

物）进行调整。例如，在文献 [26]中，作者提出了一种完全自主的调节机制来更新势

场，而在文献 [27]中，作者则提出了动态窗口的概念，以处理机器人运行期间环境的

动态变化。此外，在文献 [10]中，作者进一步改进了基于谐势场的导航方法，以应对

未知环境，主要思路是对工作空间中的基函数的权重进行在线优化和更新。文献 [9]采

用类似的方法，自主地调整谐势场中的关键参数以确保全局导航的收敛性和安全性。

另外，在 [28]中，作者分析了随时间变化的动态目标的情况，并设计了一个随时间演

变的势函数。另一方面，基于搜索的方法也被扩展到未知环境中，文献 [29, 30]提出了

多种在线更新搜索树结构的方法和技术。值得注意的是，将搜索的方法与势场法相结

合，随着环境的变化增量式地更新两者以避免重复的计算过程，将为未知环境下的导

航提供一种新思路。

线性时序逻辑：最后，当机器人的目标是在复杂的任务点之间进行导航，而非上

文所述的点到点的简单导航时，就需要上层的任务规划作为引导。对于这个问题，线

性时序逻辑（LTL）公式提供了一种形式化的语言，可以描述复杂的时序任务，例如

连续的访问、监控和响应，并且可以使用自动机进行快速求解，得到任务规划的结果。

许多较前沿的相关论文将基于线性时序逻辑的任务规划与底层的运动规划相结合，例

如在LTL任务下的单个机器人导航 [6, 31, 32]，全局任务下的多机器人系统导航 [33, 34,

35]等。然而，大多数上述工作常常需要假定存在一个可靠的底层控制器，或者考虑一

个简单而且已知的环境，并且只针对非重叠的感兴趣区域。而在未知环境中，将复杂

时间任务与导航势函数相结合的动态协同规划方法尚没有相关的研究。
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1.3 主要贡献与章节安排

为了应对上述方法的局限性，本研究提出了一种集成任务规划与运动规划的框

架，称为双层导航树（Dual-Layer Navigation Tree，DLNT），旨在充分利用基于导航势

函数的定向搜索树进行底层运动规划和基于任务自动机的导航图进行上层任务规划，

整体流程框架如图 1.2所示。其中定向搜索树的核心思想是在任务点之间引入中间路

径点以提高规划轨迹的平滑度和最优性，它是将基于任务自动机引导的谐势场在线构

建和基于势场梯度跟踪的控制器共同作用的结果。此外，针对非完整约束机器人，本

文提出了一种新颖的定向谐势场，并基于此设计了非线性势场跟踪控制器，以提高机

器人运动的平滑性。在线执行过程中，随着机器人逐渐探索未知环境，本文提出了一

种高效的在线更新方案，以迭代计算导航势函数并且相应地调整定向搜索树。在更新

势场的过程中，所提方法对微分同胚映射变换中的某些中间变量进行重复利用和更

新，以避免完全重新计算，与传统计算导航势函数的方法相比，降低了计算复杂度。

总的来说，本研究的主要贡献在于在线混合式的规划控制框架，将控制和规划中的两

图 1.2 整体框架图。所提方法的核心为双层导航树，总体分为初始化构建和在线迭代更新两部
分。其中初始化构建主要包括任务自动机、导航势函数和定向搜索树三个部分；在线迭代更新主
要是根据环境的变化，迭代地计算导航势函数，并根据相应的控制器更新所估计的代价，从而对
定向搜索树做出调整。

种强大方法结合起来，用于驱动非完整约束机器人在未知环境中完成复杂任务。核心

贡献总结为如下几点： (i)提出了一种新的导航结构，即自动机引导的双层导航树，它

将任务规划和运动控制统一起来，能保证安全性和收敛性； (ii)提出了一种新的谐势

场的构建方法，可用于重叠的障碍物环境，并针对在线情况对该方法进行了优化，可
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以随着障碍物的增加迭代更新势场； (iii)设计了一种基于定向谐势场的新型非线性控

制器，以确保机器人的安全和平稳导航； (iv)提出了一种综合的迭代方法，可在线同

时递归地更新谐势场和定向搜索树。最终，本文从理论分析、数值仿真和硬件实验

上，验证了所提方法的有效性，并与传统的方法进行了对比，进一步体现了方法的优

越性。实验结果表明，所提方法能避免传统势场法普遍存在的振荡或高代价问题，同

时避免了纯搜索法的急转弯或高计算复杂度等问题。

针对以上所提框架和主要贡献，本文的章节安排如下：

第一章是引言，首先分析了自主移动机器人对社会发展所产生的影响，以及其在

规划控制层面的主要研究问题；其次介绍了该领域的常见方法和最新进展，并分析了

不同方法的优缺点和潜在的改进思路；接着介绍了本文所提方法的框架，总结了文章

的核心贡献；最后对本文的文章结构进行了梳理。

第二章是对预备知识进行了介绍，主要包括导航势函数的定义与性质、微分同胚

映射与谐势场、线性时序逻辑与任务自动机等几个重要知识；最后对本文所要解决的

问题进行了数学上的描述。

第三章介绍了如何基于谐势场构建双层导航树。具体来说，主要包括基于方圆形

的环境建模、导航势函数的构建、势场的定向旋转变换、势场跟踪控制器的设计、双

层导航树的构建等几个方面进行了循序渐进的介绍。

第四章介绍了在线执行期间，随着环境的变化，即障碍物数量的增加，对初始构

建好的规划框架进行迭代和更新。主要包括导航势函数的增量式迭代计算、双层导航

树的局部更新和任务规划的渐进收敛这三个层面。

第五章对本文所提框架进行了总结，描述了初始化构建和在线更新过程中具体实

现流程，并对其复杂度进行了分析。

第六章是仿真与实验部分。首先对机器人模型、环境和任务进行了描述，然后对

仿真实验的结果进行了叙述和分析，紧接着将所提方法与一些前沿的方法进行了对

比，最后进行了硬件实验，证明了所提方法在现实场景中应用的可行性。
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第二章 预备知识与问题描述

2.1 预备知识

在详细介绍本研究所提方法之前，本文对一些必要的预备知识进行了补充，包括

导航势函数的定义与性质、微分同胚映射与谐势场、线性时序逻辑与Büchi自动机这三

个方面。

2.1.1 导航势函数的定义与性质

导航势函数最初被定义为解析的莫尔斯函数（Morse Function），详细可见文献

[36]。为了简单起见，本文放宽了对莫尔斯函数的一些限制条件，给出了一种更直观

的定义：

定义 1. 给定机器人的工作空间 W和全局目标点 qG，函数 ϕNF : W → [0,µ]（µ ≥ 1），

是工作空间W上的导航势函数，当且仅当：
1) ϕNF在工作空间W上是至少二阶光滑（C2 smooth）的；

2) ϕNF在工作空间W中只有唯一的全局最小值 qG ∈W；
3) ϕNF在工作空间W中除qG外的所有临界点（critical points）都是孤立的鞍点(iso-

lated saddle points)，并且它们吸引域的测度都为零。

4) ϕNF在工作空间的边界上 ∂W具有统一的最大值µ，并且在W上是可接受的 (ad-

missible)，即满足特定的边界条件。

当机器人在未知环境中运动时，上述导航势函数需要根据环境的改变进行更新，

即每当新的障碍物被机器人检测到并添加到工作空间中时，要对 ϕNF进行更新。因此，

为确保机器人运动的安全性，每当环境更新时都必须调整障碍边界上的导航势函数的

最大值。即将上述函数的定义修正为 ϕNF : W → [0,µ(t)]，其中 µ(t)≥ 1是与时间t相关

的分段常数。具体的更新策略可见文章后续章节。

2.1.2 微分同胚映射与谐势场

考虑一个紧致连通的平面圆形空间M ⊂ R2，它由一个中心为 q0，半径为 ρ0外

部圆形工作空间，记作 O0 = {q ∈ R2 : ∥q−q0∥2 −ρ2
0 ≤ 0}和 M个不相交的中心分别为

qi，半径为 ρi的内部圆形障碍物，记作 Oi = {q ∈ R2 : ∥q− qi∥2 −ρ2
i ≤ 0}, i = 1, · · · ,M

组成。在圆形空间内部，含有一个全局目标点，记作 qG。通过引入一个微分同胚映

射，可以将这个圆形空间变换成一个包含M个点障碍物 Pi ∈ R2的无界点空间，记作
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图 2.1 微分同胚映射的示意图。变换ΦM→P将平面圆形空间M先变换成有界点空间P̃再进一步变
换成无界点空间P。

P = R2 −{P1, · · · ,PM},如图 2.1所示。详细的变换过程可见文献 [18]。特别地，给定圆

形空间M,相应的微分同胚映射定义如下：

ΦM→P(q)≜ ψ ◦ΦM→P̃(q),

ΦM→P̃(q)≜ id(q)+
M

∑
i=1

(
1− sδ (q, Oi)

)
(qi −q),

ψ(q̃)≜
ρ0

ρ0 −||q̃−q0||
(q̃−q0)+q0,

(2.1)

其中 ΦM→P̃(q)先将圆形空间映射成一个有界点空间，记作 P̃ = O0 −{P̃1, · · · , P̃M}。该
有界点空间包含M个点形障碍物 P̃i，i = 1, · · · ,M，其通过变换 P̃i = ΦM→P̃(qi)得到。公

式 (2.1)中的 sδ (q, Oi)函数是对障碍物 Oi的半径放缩变换。更确切地，sδ (q, Oi)由放缩

函数ηδ (x)、切换函数σ(x)和平滑函数bi(x)复合得到，即sδ (q, Oi) = ηδ ◦σ ◦bi(q)。关于

这些函数的详细定义可以参考文献 [18]。更近一步，为了在空间中定义无限域的谐函

数，需要通过变换 ψ(q̃)将有界点空间 P̃映射成无界点空间P。该变换将 P̃的外部边界
映射到无穷远处，相应地，将内部点障碍物映射成新的点障碍物，其对应关系可表示

为 Pi = ψ(P̃i)， i = 1, · · · ,M。

给定上述推导出的点空间P，可以借助谐函数在其中定义出相应的谐势能 [9, 37]，

具体的定义如下：

定义 2. 在点空间中的谐势能定义为从点空间到实数域上的映射 φP : P → R+：

φP(x)≜ φ(x, PG)−
1
K

M

∑
i=1

φ(x,Pi), (2.2)

其中 φ : R2 ×R2 → R为对数函数，即φ(x, q) = ln
(
∥x−q∥2

)
； φ(x, Pd)是与目标点PG =

ΦM→P(qG) ∈ R2 相关的势函数，而 φ(x, Pi) 是与点障碍物 Pi ∈ R2 相关的势函数；

K > 1是设计参数。 ■
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此外，可以采用逻辑函数（logistic function）

σ(s) = µ · es

1+ es
(2.3)

将无界的势函数φP(x)转化到有界区间[0, µ]上，其中 µ ≥ 1。转化结果如下：

σ ◦φP(x) = µ · ||x−PG||2

||x−PG||2 +(∏M
i=1 ||x−Pi||2)

1
K
, K,µ ≥ 1. (2.4)

值得注意的是，函数 σ ◦φP(x)在目标点处的取值为 σ ◦φP(PG) = 0,而在点障碍物处的

取值为 σ ◦ φP(Pi) = 1，i = 1, · · · ,M。符合在定义 1中描述的导航势函数的边界条件。

关于导航势函数的详细推导及其性质分析见文章后续章节。

2.1.3 线性时序逻辑与Büchi自动机

线性时序逻辑（Linear Temporal Logic，LTL）是一种用于描述时间约束的逻辑形

式，规范了某个系统必须遵守的时序性质，常用于形式化验证、任务规划和自主控制

等领域。线性时序逻辑公式由一组原子命题 (AP)加上几个布尔和时态运算符组成，其

中原子命题是布尔变量，可以为真或为假 [11]。特别地，线性时序逻辑的语法，如文

献 [11]中所定义，可以表示为：ϕ ≜⊤ | p | ϕ1∧ϕ2 | ¬ϕ | ⃝ϕ | ϕ1 Uϕ2,，其中⊤≜ True，

p ∈ AP，⃝（下一步），U（直到）和 ⊥ ≜ ¬⊤。为了简洁起见，此处省略了其他运算
符的推导，例如 2（始终如此），3（最终），⇒（蕴含）等，对于线性时序逻辑的语
义和语法的完整描述可以参考文献 [11]。此外，给定一个线性时序逻辑公式ϕ，都存

在一个对应的非确定性Büchi自动机（Non-deterministic Büchi Automaton，NBA），其

定义如下：

定义 3. 非确定性Büchi自动机定义为一个五元组：A= (S,S0,Σ,δ ,SF)，其中S是状态集

合； S0 ⊆ S是初始状态集合； Σ = AP是给定的字母表； δ : S×Σ → 2S是转移关系；

SF ⊆ S是正在接受的状态集合。 ■

此外，由字母表2AP组成的无限字串w可以被定义为一个无限序列W =σ1σ2 · · · ,σi ∈
2AP。公式ϕ的语言定义为满足公式ϕ的所有字的集合，即L=Words(ϕ) = {W |W |=ϕ}，
其中|=是需要满足的关系。此外，w在自动机A中运行的结果定义为一个无限序列ρ =

s0s1s2 · · ·，其中s0 ∈ S0且si ∈ S，si+1 ∈ δ (si, σi)对于所有的i ≥ 0成立。对于一次运行，如

果inf(ρ)
⋂

SF ̸= /0成立，则称这个运行是可接受的（accepting），其中inf(ρ)是在ρ中无

限次出现的状态集合。一般来说，一次可接受的运行能用前缀-后缀结构（prefix-suffix

structure）表示，其中前缀从初始状态开始，以接受状态结束；后缀是一个包含相同

接受状态的循环路径。通常情况下，自动机A的大小相对于公式ϕ的长度来说是双指

数级别的。
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2.2 问题描述

图 2.2 机器人模型。左图为在仿真环境中机器人通过传感器感知环境中的障碍物，将障碍物的边
界返回成2D点云；中间的图为放大后的完整机器人模型；右图为带有激光雷达的机器人硬件模块。

如图 2.2所示，考虑一个自主移动机器人，它占据半径为rr > 0的圆形区域，并遵

循如下运动学模型：

ẋ = υ cos(θ);

ẏ = υ sin(θ);

θ̇ = ω;

(2.5)

其中q = (x, ,y) ∈W是机器人的坐标位置，θ ∈ [−π,π]表示机器人的朝向， (υ , ω)是线

速度υ和角速度ω的控制输入。上述机器人在一个紧致且连通的工作空间W0 ⊂ R2运

动， W0内含有M个不相交的障碍物Oi，满足Oi ⊂ W0并且对于任意 i, j ∈ 1, · · · ,M，
有Oi

⋂
O j = /0，i ̸= j。因此，机器人运动的可行空间可以表示为W ≜W0−

⋃
i = 1MOi。

初始时刻t = 0时，机器人仅知道工作空间的一部分，即只知道工作空间的外部边

界和一些内部障碍物。从任意的初始状态(q0, θ0)开始，机器人可以在工作区内运动并

通过传感器检测到更多的障碍物，该感知过程通过一个有限探测范围的传感器进行建

模，具体表示如下：

S(q)≜ {q̂ ∈W | (q̂ ∈ Drs(q))∧ (L(q, q̂)⊂W)} , (2.6)

其中S(q)是机器人在位置q ∈W处观察到的边界点集q̂， Drs(q, q̂)是以q为圆心、rs为半

径的圆盘， L(q, q̂)是连接q和q̂的直线。该传感器模型模拟了一个360◦激光雷达传感器

模型，它会返回在机器人感知范围内的任何障碍物表面的2D点云，如图 2.2所示，相

同的方法也在文献 [10]中所使用。

最后，在工作空间W中存在一组相互之间不重叠的感兴趣区域(regions of interest)

gn ⊂W，n = 1, · · · ,N。这些感兴趣区域可以表示机器人需要到达的任务点，与其相关
的原子命题可以记为G = gn，表示机器人在区域gn内，即q ∈ gn。因此，对于移动机器
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人的任务规划可以表示为在命题 G上的线性时序逻辑公式，即ϕ = LT L(G)，相关的语

法遵循在 2.1.3中定义的符号逻辑。对于给定的机器人轨迹q，其运动路径可以由它随

时间变化而与感兴趣区域相交的序列表示，即

ω(q) = gℓ1gℓ2 · · ·

，其中gℓk ∈ G，q(tk) ∈ gℓk，对于某一时刻0 ≥ tk ≤ tk+1，k ∈ Z。因此，本文的目标是为
机器人设计一种在线规划和控制的策略，使得机器人从初始姿态(q0, θ0)开始，运动生

成的轨迹ω(q)满足给定任务ϕ的约束，同时避免与所以障碍物发生碰撞。

注 1. 虽然上述问题的表述非常标准，并已有了一些相关的工作，但本文主要突出以下

三个方面，引文在这些方面的问题尚未得到很好的解决：（i）有效地利用微分同胚映

射处理重叠的复杂障碍物，以构造更普遍的机器人工作环境；（ii）随着机器人不断探

测到新的障碍物，采用迭代的方法更新导航势函数，提高算法的在线计算性能；（iii）

将导航势函数和基于搜索的方法相结合，以改善生成轨迹的平滑度和最优性。 ■
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第三章 基于谐势场的双层导航树构建

如第一章中的图 1.2所示，本文所提出的方法是一个混合式的规划控制框架，采

用双层导航树（DLNT）结构，即将基于谐势场的导航势函数和基于任务自动机的方

向感知搜索树相结合。初始时刻，在部分已知的工作空间W中，根据初始任务自动机
的引导构建定向搜索树，并使用具有方向调节的谐势场进行局部导航，从而根据导航

控制器估算控制代价。随后，在在线执行期间，随着机器人探索空间并检测到更多的

障碍物，使用在线更新的方案来逐步迭代计算谐势场并相应地调整定向搜索树，从而

进一步提高规划的效率并确保导航的安全性。

本节将详细介绍上述控制规划框架下初始规划和控制的构建方法。首先，根据一

种特殊形状的平面几何图形构建障碍物环境模型，并分析了该几何图形的性质和用

法。其次，根据障碍物模型构建导航势场，并对势场进行定向旋转变换得到一个定向

势场，用于控制机器人沿着特定的方向运动到目标点。接着，设计了一款非线性势场

跟踪控制器，用于驱动非完整约束的机器人，并证明了该控制器的安全性和收敛性。

最后，根据控制器的特点引入了代价函数，用于估计机器人在离散路径点之间的控制

代价，并在此基础上构建以任务自动机的引导的双层导航树，从中得出初始时刻的离

散规划结果。

3.1 障碍物环境的建模

图 3.1 方圆形的形状随参数 κ的变化。

如公式 (2.6)所述，机器人所携带的激光传感器返回一个由感知范围内任何障碍物

表面上的点组成的2D点云。更具体地，用 Dt = {d j}表示已经从局部坐标变换到全局
坐标的一组二维点云，其中 d j ∈ ∂W。首先，这些点云数据可以通过某种算法被划分
为 K个簇，分别代表 K个独立的障碍物，即 Dt = {Dt,k}，例如，可以通过检查相邻点
之间的相对距离和斜率变化来实现障碍物的分离。确切的分离方法和参数选取取决于
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激光雷达的规格和类型。通过上述分离算法得到 K个独立的障碍物点云簇后，再将每

个簇拟合到特定的二维障碍物边界上。

在大多数现实环境中，可以使用类似长方形的几何图形模拟简单障碍物，并且可

以将这些图形相互重叠来模拟复杂障碍物。在某些简单环境中，比如柱子和家具等独

立的障碍物可以用矩形和圆形进行建模；其他更复杂的环境，比如有走廊和房间的室

内环境，可以用矩形的重叠组合进行建模。在导航势函数法中，最常见的障碍物是独

立圆形和矩形，因为其形式较为简单，建模相对容易，如文献 [9, 38]中使用的方法。

在文献 [28]中,作者引入“方圆形”来对现实中的障碍物环境进行建模，通过相互重叠

的方圆形来构造复杂场景。方圆形（squircle）是一种介于方形和圆形之间的光滑几何

图形，如图 3.1所示。本章首先介绍二维平面上的单位方圆形的隐形表达式，并通过

相似变换得到一般形状下的表达式，最终推导了一种从方圆形内部中心点到边界点的

半径长度的计算方法，并证明了其性质。

方圆形最初的解析表达式由Fernandez-Guasti引入，因此又被称为Fernandez-Guasti

Squircle，其最初的解析表达式为：

x2 + y2

r2 −κ2 x2y2

r4 = 1, (3.1)

其中 0 <κ < 1是正常数， r是方圆形的“半径”。 0 <κ < 1又被称为方形参数，当κ =

0时，上述方程变成半径为 r的圆形；当κ = 1时，上述方程变成边长为 2r的正方形；

当κ = 1在0到1之间时，方程是一条平滑曲线，并介于圆形和方形之间。然而，上

述Fernandez-Guastis方圆形的表达式包含两组曲线，从而不能直接用作矩形障碍物的

隐式表示。根据隐函数表示的定义，障碍物的隐函数只在障碍物的边界上等于零。因

此，在文献 [28]中，作者给出了一个修正后的方圆形表达式，保留了公式 (3.1)的内部

曲线并消除了四个角落处的伪曲线。具体来说，单位方圆形的隐式解析式由如下定义

给出：

定义 4. 在二维平面 R2上，以原点为中心的单位方圆形的隐式表达式定义为：

β (x,y)≜
x2 + y2 +

√
x4 + y4 − (2−4κ2)x2y2

2
−1, (3.2)

其中κ ∈ (0, 1)是正实数。 ■

对于方程 3.2,当 β (x,y) < 0时，点 (x,y)在单位方圆形内部；当 β (x,y) = 0时，点

(x,y)恰好在单位方圆形的边界上；当 β (x,y)> 0时，点 (x,y)在单位方圆形外部。因此

满足障碍物隐函数的要求。根据上述定义，可以容易得到单位方圆形的解析表达式在

R2 −0上是光滑的，证明见如下引理。

引理 1. β (x,y)在集合 R2 −{0}上是光滑的。
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证明. 对于β (x,y)的n阶偏导数，唯一可能不连续的项是根号内的部分，即 x4+y4−(2−
4κ2)x2y2。注意到不等式0 < κ < 1是严格成立的。如果x ̸= 0且y ̸= 0则有：

x4 + y4 − (2−4κ2)x2y2 ≥ x4 + y4 −2x2y2 = (x2 − y2)2.

因此根号内的部分是正定的，这保证了n阶偏导数的存在性。即使原点(0,0)处的导数

是不存在的，但这不会影响导航势函数的构建，因为(0,0)总是在障碍物的内部，即总

在自由空间的外部。

为了计算单位方圆形的射径长度（length of rays），即从几何中心到边界上某一点

的半径长度，可以将公式 (3.2)用向量形式表示出来。对于任意的向量 q = (x,y) ∈ R2，

将q = xe1 + ye2带入公式 (3.2)，则可以得到如下方程：

βsc(q)≜
q2 +

√
q4 −4κ2 [(q⊺ e1)(q⊺ e2)]

2

2
−1, (3.3)

其中κ ∈ (0, 1)是正实数; e1和e2是 R2中的两个基向量。更进一步地，将向量 q写成极坐

标的形式，即 q = rq̂，其中 r表示 q的长度，q̂表示 q的方向向量。将 q = rq̂带入公式

(3.3)，可以得到如下形式：

βsc(r, q̂) = r2
1+

√
1−4κ2 [(q̂⊺ e1)(q̂⊺ e2)]

2

2
−1, (3.4)

令 βsc(r, q̂) = 0,则可以得到单位方圆形从几何中心到边界点的射径长度。即只要给定

从几何中心出发的某一方向向量 q̂，方圆形的射径长度计算如下:

ρsc(q̂) =

√√√√ 2

1+
√

1−4κ2 [(q̂⊺ e1)(q̂⊺ e2)]
2

(3.5)

。

此外，对于非单位的方圆形，可以通过对单位方圆形进行相似变换（放缩、旋转、

平移）得到其解析表达式和射径长度。具体地，对于2D平面空间，引入如下放缩矩阵

A、旋转矩阵 R和平移变换向量 l：

A ≜

a1 0

0 a2

 ∈ R2×2, R ≜

r11 r12

r21 r22

 ∈ R2×2, l ≜

l1

l2

 ∈ R2 (3.6)

然后，通过以上三种变换对方圆形进行坐标变换：

q = A−1 R−1(q′− l), (3.7)

其中 q′是变换后的新坐标。因此，将变换后的坐标带入公式 (3.3)就可以得到非单位方
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圆形的表达式。对于非单位方圆形的射径长度，旋转变换和平移变换并不会对其产生

影响，因为方圆形的尺寸并不会随着旋转和平移而发生变化。因此，只有放缩变换会

改变非单位方圆形的射径长度，改变后的长度计算公式如下：

ρ
′(q̂)≜

1
∥A−1q̂∥

ρsc

(
A−1q̂

∥A−1q̂∥

)
, (3.8)

其中q̂ = q−qi
∥q−qi∥是向量q−qi归一化后的单位向量， qi = l⊺是方圆形的几何中心的坐标。

根据以上推导出的方圆形的表达式，可以对现实环境中的障碍物进行建模。总的

来说，根据机器人的传感器检测得到的点云集合，可以通过最小二乘法（LSF）对方

圆形的边界进行拟合估计，从而得到障碍物的解析表达。因此，可以用 Ôt 表示在时

间 t 检测到和拟合完成的障碍物的集合。

3.2 导航势函数的构建

给定初始时刻根据传感器和最小二乘法近似得到的障碍物集合 Ô0，导航势函数

ϕNF(q)的构建通过三步关键的微分同胚变换而得到： (i) ΦF→S 通过“消除变换”将丛林

空间F变换为星形空间S; (ii) ΦS→M 将星形空间S变换为圆形世界M; (iii) ΦM→P 将圆

形空间M变换为点空间P。给定上述三步微分同胚映射，完整导航势函数表示如下：

ϕNF(q) = σ ◦φP ◦ΦM→P ◦ΦS→M ◦ΦF→S(q), (3.9)

其中 σ ◦ φP是预备知识章节中的公式 (2.2)；变换 ΦM→P由预备知识章节中的公式

(2.1)给出。本小节将详细描述两个非平凡且关键的变换 ΦS→M和 ΦF→S。

图 3.2 径向放缩变换。左图为星形到圆形的径向放缩变换，即将星形的边界变换成圆形边界；右
图为消除变换的径向放缩变换，即将子障碍物的边界变换到父障碍物的部分边界上。

3.2.1 星形空间到圆形空间的微分同胚映射

对于一个二维平面图形，该图形是星状图形，当且仅当从它的某一个中心出发的

任意射线只与该图形的边界有一个交点。数学上可以表述为：如果 β (q)是一个平面几
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何图形的光滑解析函数，也即 O ≜ {q ∈ R2 : β (q)≤ 0},那么 O是星形的，当且仅当存
在一个常数 ∆ > 0，使得 ∇β (q) · (q− c) ≥ 2∆对任意 q ∈ ∂O，其中 c为几何图形的中

心。

考虑一个有界的二维工作空间W0 = {q ∈ R2 : β0(q) ≤ 0}，其中包含M个内部障碍

物Oi = {q ∈R2 : βi(q)≤ 0}，i = 0,1, · · · ,M。如果工作空间外部的边界W0和所有的内部

障碍物Oi都是星形的(Star World)，那么该空间可以称为星形空间。值得注意的是，方

圆形是严格的星状图形 [28]，因此，由它构成的空间为星形空间,记作:

S ≜W0 −
M⋃

i=1

Oi. (3.10)

给定上述星状图形，可以通过径向放缩变换[38]将其映射成一个圆形，如图 3.2所

示。具体而言，给定星形空间 S，可以借助变形因子（deforming factor），解析切换

（analytic switch）、放缩映射（translated scaling map）将其通过微分同胚映射变换到对

应的圆形空间（Sphere World）中。具体定义如下：

定义 5. 给定星形空间 S，其外部工作空间W0和内部星形障碍物 Oi，i = 0,1, · · · ,M，
的变形因子定义为如下函数：

v0(q)≜ ρ0
1−β0(q)
||q−q0||

, vi(q)≜ ρi
1+βi(q)
||q−qi||

, i = 1,2, · · · ,M, (3.11)

其中 q0和 qi分别是外部边界和内部障碍物的几何中心，ρ0和ρI是相应的变换后的圆形

的半径。 ■

定义 6. 给定星形空间 S，其外部工作空间W0和内部星形障碍物 Oi，i = 0,1, · · · ,M，
的解析切换定义为如下函数：

σi(q)≜
γG(q)β i(q)

γG(q)β i(q)+λβi(q)
, i = 0,1, · · · ,M, (3.12)

其中λ是正实数，γG(q)≜ ∥q−qG∥2是与目标点相关的函数， β i(q)≜ ∏
M
j=0, j ̸=i β j(q)为省

略乘积（omitted product）。 ■

定义 7. 给定星形空间 S，其外部工作空间W0和内部星形障碍物 Oi，i = 0,1, · · · ,M，
的放缩映射定义为如下函数：

Ti(q)≜ vi(q)(q−qi)+qi, i = 0,1, · · · ,M, (3.13)

其中 vi(q)为变形因子，qi为几何中心。 ■

对于上述的星形空间及其对应的圆形空间,需要满足两个条件，即放置条件（place

ment condition）和包含条件（containment condition），具体定义如下：
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定义 8. 给定一个星形空间 S，与之相对应的圆形空间M满足放置条件，当且仅当：

q′
i = qi, i = 0,1, · · · ,M 并且 q′

G = qG, (3.14)

其中 q′
i 和 qi分别为圆形空间和星形空间中的障碍物的中心， q′

G 和 qG分别是在圆形空

间和星形空间中的目标点。 ■

定义 9. 给定一个星形空间 S，与之相对应的圆形空间M满足包含条件，当且仅当：

vi(q)≤ 1 ∀q ∈ Oi(ε), i = 1, · · · ,M, (3.15)

并且

v0(q)≥ 1 ∀q ∈W0(ε), (3.16)

其中 ε 是一个充分小的正实数，满足W0(ε) ∈ S
⋃

∂W0并且 Oi(ε) ∈ S
⋃

∂Oi。 ■

最后，根据上述的关键变量的定义和需要满足的条件，可以构建从星形空间到圆

形空间的微分同胚映射 ΦS→M，具体定义如下：

定义 10. 给定一个星形空间 S以及与其对应的圆形空间M，从 S到M的变换可以定
义为 ΦS→M : S →M，满足：

ΦS→M(q)≜
(

1−
M

∑
i=0

σi(q)
)

id(q)+
M

∑
i=0

σi(q)Ti(q), (3.17)

其中 id(q)为恒等变换， σi(q)为解析切换， Ti(q)为放缩映射， i = 0,1, · · · ,M。 ■

注 2. 关于变换 ΦS→M(q)的正确性，需要证明存在一个常数 Λ > 0, 当 λ > Λ时,变

换ΦS→M(q)是微分同胚映射。具体来说，需要证明两个子问题：(i) 当 q ∈ S − ∂S时，
ΦS→M(q)的雅克比矩阵是非奇异的； (ii) 在工作空间的边界∂S上，ΦS→M(q)是双射。

由于证明过程较为繁琐，并且不是本文的重点，此处省略。详细证明过程推荐读者参

考文献 [28, 38]。 ■

3.2.2 丛林空间到星形空间的微分同胚映射

如文献 [9, 28, 38]中所描述，除了不相交的星形空间外，还需要考虑由重叠的

星形障碍物构成的工作空间，又称为丛林空间（Forest World）。丛林空间由有限个

障碍群组成，每个障碍物群是由有限个星形障碍物的并集组合形成被称作为星形树

（Tree of Stars），其邻接图满足树形结构。由于无法直接将重叠的障碍物群作为一个

整体的障碍物进行微分同胚映射，因此每棵树都必须通过连续地“消除变换（purging

transformation）”将他们的子障碍物放缩到父障碍物里面，最后变成一个根障碍物(root
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obstacle)。具体来说，丛林空间可以被描述为：

F =W0 −
N⋃

n=1

Tn, (3.18)

其中Tn是N棵星形树中的第n棵。每棵星形树都有一个唯一的根障碍物，并且其所有的

障碍物按父子偏序关系进行排列，这种排列方式有如下性质：（i）如果在星形树的偏

序关系中存在两个星形障碍物 O j和 Om 满足 O j ≺Om，那么不可能存在第三个障碍物

Ok使得O j ≺Ok ≺Om（这种关系又记作O j ⪯Om），这个性质强调父障碍物Om的中心

必须在子障碍物 O j里面；（ii）对于星形树中任意一个障碍物 O j，有且只有一个障碍

物 Om满足关系 O j ⪯Om。图 3.3给出了这样一个丛林空间的例子，其中每棵树的深度

随着树中障碍物排列的层级不同而变化。不失一般性的，用dn表示树Tn的深度，用L表
示所有树中叶障碍的下标集合，用I表示在丛林空间F中所有障碍物的下标集合。此
外，星形树中的任何一个障碍物可以表示为Oi ≜ {q ∈R2 : βi(q)≤ 0}，其中βi(q)是公式

(3.3)中定义的方圆形的解析函数。作为一个重要的关系，障碍物Oi的“父亲”被表示

为Oi⋆，即满足 Oi⋆ ⪯Oi。为了在消除变换中计算方便，将父障碍物和子障碍物的中心

点选为同一个点，记为：

pi ∈ Oi

⋂
Oi⋆. (3.19)

给定上述的一个丛林空间F，从丛林空间F到星形空间S的微分同胚映射可以通过对

图 3.3 丛林空间的举例图。不同的星形树Tn有不同的深度dn。

每棵树进行连续的消除变换来构建，具体表示为：

ΦF→S(q)≜ ΦN ◦ · · ·Φ2 ◦Φ1(q), (3.20)
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其中 Φn(q)，n = 1, · · · ,N是对第 n棵树 Tn的叶障碍物的一系列复合消除变换，它的具

体形式如下：

Φn(q)≜ fn,1 ◦ fn,2 · · · ◦ fn,dn(q), (3.21)

其中 fn,i(q)，i = 1, · · · ,dn是对第 n棵树的第 i个障碍物的消除变换。具体而言，这种消

除变换 fn,i(q)是通过径向放缩过程来构建的 [28]，即可以将子障碍物变换到到到其父障

碍物里面，具体变换过程如图 3.2所示。

给定一个丛林空间 F ,首先定义出消除某一个障碍物后的空间为：

F̂ = F
⋃
i∈L

(Oi −Oi⋆). (3.22)

根据第 3.1节中描述的方圆形特定的表达形式，从父障碍物和子障碍物的共同中

心pi点到父障碍物Oi⋆边界点的射径长度可以通过以下公式计算：

ρ̃i⋆(q̂)≜
1

∥Ã−1
i⋆ q̂∥

ρsc

(
Ã−1

i⋆ q̂
∥Ã−1

i⋆ q̂∥

)
, (3.23)

其中q̂ = q−pi
∥q−pi∥是对向量q− pi归一化后的单位向量， ρsc(·)是从公式 (3.5)得到的单位方

圆形的射径长度，而Ãi⋆ ∈ R2×2是与父障碍物相关的分段放缩矩阵，它为对角矩阵，且

对角元素为：

ãℓ
i⋆(q̂)≜ aℓ

i⋆ + sgn(q̂⊺eℓ)[qi⋆ − pi]
⊺eℓ, ℓ= 1,2, (3.24)

其中 aℓ
i⋆是父障碍物从单位方圆形变换过来的放缩矩阵中的对角元素， qi⋆是父障碍物

的几何中心，eℓ是 R2上的两个单位基向量，ℓ= 1,2。

由于ρ̃i⋆(q)是通过分段对角矩阵 Ãi⋆计算得来的，因此需要证明它的光滑性，详细

证明见如下引理：

引理 2. ρ̃i⋆(q)在W0 −Oi
⋃
Oi⋆上是光滑的。

证明. ρ̃i⋆(q)的导数可以通过链式法则得到，结果如下：

∇ρ̃i⋆(q) =
∥q− pi∥2I− (q− pi)(q− pi)

⊺

∥q− pi∥3 ∇ρ̃i⋆(q̂),

其中，ρ̃i⋆(q̂)的导数简化为计算ρsc(q)的导数和Z(q̂) = Ã−1
i⋆ q̂的导数。 ρsc(q)的导数和光

滑性可以直接从公式 (3.3)中得到。由于∇aℓ
i⋆(q̂) = ∇(aℓ

i⋆ + sign(q̂⊺eℓ)[qi⋆ − pi]
⊺eℓ) = 0，

对ℓ= 1,2恒成立，那么Z(q̂)的导数可以简化为：

∇Z(q̂) = Ã−1
i⋆ I− Ã−1

i⋆ [∇Ãi⋆]Ã−1
i⋆ q̂ = Ã−1

i⋆ .

而且，由于∥q− pi∥ > 0对所有满足q ∈ W0 −Oi
⋃
Oi⋆的点都成立，因此ρ̃i⋆(q)的一阶导

数存在且有意义。另一方面，∇ρ̃i⋆(q)是连续的因为它的所有复合函数都是连续的。因
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此可以得到，ρ̃i⋆(q)至少是一阶光滑。更进一步地，可以使用相同的方法得到更高阶的

光滑性，这里省略不赘述。

注 3. 与公式 (3.5)相比，公式 (3.23)中的修改后的射径长度ρ̃i⋆(q)是关键的，这是因为父

障碍物与子障碍物的共同中心 pi不总是与父障碍物的几何中心qi⋆重合。该方法是受到

了[28]中类似方法的启发，该作者所使用的方法是在父障碍物和子障碍物之间引入了

一个虚拟障碍物，但是会导致障碍物一些信息的缺失，从而影响导航势函数的性质。

与原始方法相比，本文提出了一种分段放缩矩阵来近似射径的长度，并且所得到的射

径公式可以被证明是光滑的，因而能保留导航势函数的性质，并且计算效率更高。 ■

随后，在上述推导的基础上构建消除变换。与从星形空间到圆形空间的变换类似，

构建消除变换也包括三个核心变量，分别为：变形因子（deforming factor），解析切换

（analytic switch）和放缩映射（translated scaling map），三者的具体定义如下：

定义 11. 给定丛林空间中的第 n棵星形树Tn，且其深度为 dn，则对于星形树上的第 i个

障碍物Oi的变形因子定义为如下函数：

vi(q) = ρ̃i⋆(q)
1+βi(q)κ̃i(q)

∥q− pi∥
, i = 1,2, · · · ,dn, (3.25)

其中ρ̃i⋆(q)是其父障碍物的射径长度，pi是父障碍物和子障碍物的共同中心，并且κ̃i(q)

定义为：

κ̃i(q)≜ βi⋆(q)+(βi(q)−2Ei)+
√

β 2
i⋆(q)+((βi(q)−2Ei))2,

其中Ei > 0为几何常数，满足Oi(2Ei)
⋂
O j(2E j) = /0，∀i, j ∈ I，且i ̸= j。 ■

定义 12. 给定丛林空间中的第 n棵星形树Tn，且其深度为 dn，则对于星形树上的第 i个

障碍物Oi的解析切换定义为如下函数：

σi(q,ξi)≜
γG(q)β i(q)

γG(q)β i(q)+ξiβi(q)
, i = 1,2, · · · ,dn, (3.26)

其中ξi > 0是与i相关的正实数，γG(q)≜ ∥q−qG∥2是与目标点相关的函数， β i(q)为省略

乘积（omitted product），定义为：

β i(q)≜
(

∏
j∈I\{i,i⋆}

β j(q)
)(

∏
j∈L\{i}

β j(q)
)

β̃i(q),

其中β̃i(q)的定义与κ̃i(q)类似：

β̃i(q)≜ βi⋆(q)+(2Ei −βi(q))+
√

β 2
i⋆(q)+(2Ei −βi(q))2,

其中Ei > 0为几何常数，满足Oi(2Ei)
⋂
O j(2E j) = /0，∀i, j ∈ I，且i ̸= j。 ■
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定义 13. 给定丛林空间中的第 n棵星形树Tn，且其深度为 dn，则对于星形树上的第 i个

障碍物Oi的放缩映射定义为如下函数：

Ti(q)≜ vi(q)(q− pi)+ pi, i = 1,2, · · · ,dn, (3.27)

其中 vi(q)为变形因子，pi为共同中心。 ■

最后，根据上述关键变量的定义，可以构建对丛林空间 F中的第 n棵星形树Tn上

的第 i个障碍物Oi的消除变换 fn,i(q)，具体定义如下：

定义 14. 给定一个丛林空间 F，其中的第 n棵星形树Tn上的第 i个叶障碍物为Oi，那么

将该障碍物放缩到其父障碍物 Oi⋆内的变换，即从空间F到空间F̂的变换 fn,i(q)是一个

连续的变换函数，定义为：

fn,i(q)≜
(
1−σi(q,ξi)

)
id(q)+σi(q,ξi)Ti(q), i = 1,2, · · · ,dn且n = 1, · · · ,N, (3.28)

其中 id(q)为恒等变换， σi(q,ξi)为解析切换， Ti(q)为放缩映射。 ■

图 3.4 消除变换过程。蓝色箭头为本文提出的消除变换方法，即通过变换Φi(q)对每棵星形树的
障碍物按顺序进行放缩，从而将整棵树变换到根障碍物里面；黑色箭头为文献 [28]所采用的消除
变换方法，即 fµi(q)每次将所有星形树的叶障碍物同时消除。

注 4. 在文献 [38]中，作者首次提出了消除变换，提出的消除方法是通过布尔组合处理

相互重叠的障碍物，因此仅适用于平面和抛物线类型的障碍物。在文献[28]中，作者

提出了一种更简单的消除方法，用可变的射径长度代替固定的射径长度来构建径向放

缩变换，从而提高了方法的可扩展性。然而，这些方法必须同时对所有叶障碍物进行
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消除变换，这不适用于障碍物一个接一个地添加到工作空间中的动态场景。因此，在

公式 (3.28)中，本文提出了一种新的方法，可以逐个对单个障碍物进行消除变换。图

3.4展示了本文提出的消除变换方法与传统方法的对比。 ■

针对所提出的新的消除变换，下面对方法的正确性进行证明，即证明从 F到 F̂的
变换 fn,i(q)是微分同胚映射。为了证明这一性质，首先给出了如下命题：

命题 1. 假设X ⊂ Rn和Y ⊂ Rn是Rn上的紧致且连通的拓扑流形，且具有M + 1个不相

交的边界分量。假设 C ⊂ ∂X是∂X上的一个紧致闭集，一个连续的映射 f : X → Rn使

得 f ∈C(k)[X −C,Rn],对 k > 1,与Y是微分同胚的，当且仅当:

1) f的雅克比矩阵在X −C上是非奇异的；
2) f是从∂ jX到∂ jY的双射，i = 0,1, · · · ,M。

证明. 见文献 [28, 38]。

引理 3. 对于任意给定的丛林空间F和其经过消除变换 fn,i(q)后的空间F̂，都存在一个
常数 Ξi > 0，使得当ξi > Ξi时， fn,i(q) : F → F̂是一个微分同胚映射。

证明. 根据命题 1，要证明 fn,i(q)是微分同胚映射，需要证明两个子条件：(i) fn,i(q)的雅

克比矩阵在F − ∂F上是非奇异的；(2) fn,i(q)在F的边界上是双射。首先，由于已经在
引理 2中证明了ρ̃i⋆(q)是光滑的，因此 fn,i的雅克比矩阵存在并且有如下形式：

J fn,i =σi(q− pi)∇v⊺i +(vi −1)(q− pi)∇σ
⊺
i

+(1−σi)I+σiviI.

利于与文献[28]引理 7和引理 8中类似的方法，可以证明存在一个常数 Ξi > 0，当ξi >

Ξi满足时，J fn,i不仅在障碍物Oi的附近区域 Oi(εi) = {q ∈ R2 : βi ≤ εi}，而且在远离障碍
物的区域 A(εi) = {q ∈ R2 : βi ≥ εi}，对任意εi > 0，都是是微分同胚的。由于详细的推

导过程比较繁杂，此处省略。读者可以参考文献[28, 38]

其次，还需要证明 fn,i(q)在边界上是双射，即既满足单射也满足满射。首先在障

碍物Oi的边界上，有如下关系：

fn,i(q)|q∈∂Oi =
ρ̃i⋆(q)

∥q− pi∥
(q− pi)+ pi.

可以通过反证法来证明单射性，即假设在障碍物的边界上存在两点q, q′ ∈ ∂Oi 使

得 fn,i(q) = fn,i(q′)，则有如下关系：

ρ̃i⋆(q)
∥q− pi∥

(q− pi)+ pi =
ρ̃i⋆(q′)

∥q′− pi∥
(q′− pi)+ pi

⇒ ρ̃i⋆(q)∥q′− pi∥
ρ̃i⋆(q′)∥q− pi∥

(q− pi) = (q′− pi),
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这说明了q− pi和 q′ − pi这两个向量共线。如前文所述，由于障碍物都是星形的，因

此从中心出发的任意射线只能与障碍物的边界相交一次。因此，q, q′必然是同一个

点，与假设矛盾，故可得到 fn,i(q)在障碍物边界上是单射的。另一方面，由于上面

已经证明了只要ξi > Ξi成立， fn,i(q)的雅克比矩阵是非奇异的。因此，根据逆函数定

理， fn,i(q)是一个局部的同胚映射。另外，因为从紧致空间到连通空间的局部同胚

是满射的，所以 fn,i(q)在障碍物边界上是双射的。综上所述，存在一个常数Ξi > 0，

当ξi > Ξi时， fn,i(q) : F → F̂是一个微分同胚映射。

3.2.3 导航势函数性质分析

根据前几小节对公式 (3.9)的描述，完整的导航势函数可以简化为如下公式：

ϕNF(q) = σ ◦φP ◦Φ(q), (3.29)

其中 Φ(q) = ΦM→P ◦ ΦS→M ◦ ΦF→S(q)是从丛林空间到点空间的微分同胚映射，因

此Φ(q)满足微分同胚变换的性质。本节将讨论导航势函数ϕNF(q)的性质，根据这些

性质可以得出结论：当选择合适的仅依赖于障碍物数量的调节参数 K时，ϕNF(q) =

σ ◦ φP ◦Φ(q)在机器人的工作空间 W中是有效的导航势函数。下面将逐步证明该性
质，具体证明过程参考文献 [9, 18, 38]。首先，下面第一个引理证明了点空间中的谐势

场φP(x)在目标点PG以外没有任何局部极小值。

引理 4. 除了目标点PG以外，定义在点空间中的谐势场φP(x) : P → R没有任何局部最
小值。

证明. 由于φP(x)是由一系列谐函数ln
(
∥x−q∥2

)
相加而成，因此φP(x)也是谐函数。因

此φP(x)的Hessian矩阵的迹严格等于0。在任何非退化的局部最小值点，φP(x)的Hessian

矩阵的两个特征值都是严格大于0的。由于海森矩阵的迹等于特征值的和，因此最小

值一定只有目标点PG。

假设存在一个临界点Pc形成了点空间中谐势场φP(x)的退化的局部最小值。由

于φP(x)是解析的，因此它在Pc的局部邻域内不可能是常数。所以，在Pc点处，φP(x)一

定在Pc的附近沿某个方向严格递增。这个性质要求在Pc附近的某个方向上，φP(x)的二

阶导数在趋近Pc时严格为正。但是，因为φP(x)是谐函数，因此在这些点的某些其他方

向上，φP(x)具有严格的负二阶导数。由于这些点与Pc任意接近，因此产生矛盾，故退

化的临界点只能是鞍点而不是φP(x)的局部最小值。

引理 4强调σ ◦φP(x)只在 PG点有唯一的全局最小值。下面这个引理建立了一个条

件，在该条件下φP的负梯度形成的轨迹不会在点空间 P中逃逸到无穷远。
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引理 5. 当参数 K满足K > M时，恒有lim∥x∥→∞ φP(x) = +∞,其中 M为点空间P中的所有
点障碍物的个数。

证明. 根据公式 (2.2)，有：

φP(x) = ln
(
∥x− pG∥2)− 1

K

M

∑
i=1

ln
(
∥x−Pi∥2) ,

因此对于K > M，有lim∥x∥→∞ φP(x) = ln
(

lim∥x∥→∞

∥x∥2k

∥x∥2M

)
=+∞。得证。

下一个命题表明，谐函数φP(x)可能有退化的鞍点。然而，可以证明出来这样的鞍

点不影响导航势函数的性质，即φP(x)仍可以形成有效的导航势函数。

命题 2. 对于合适的调节参数K ≥ 1的选择，都存在某些特殊的点障碍物，使得φP(x)在

P中存在退化鞍点。

证明. 见文献 [37]中的命题 1。

下面的命题和引理表明，即使φP(x)在 P中存在退化的鞍点，φP(x)仍然可以形成

有效的导航势函数。

命题 3. 点空间 P中的谐势场φP(x) : P → R中的所有鞍点都是孤立点。

证明. 因为平滑的谐函数通常是莫尔斯函数。而莫尔斯函数只有非退化的临界点，也

就意味着它的Hessian矩阵具有非零的特征值。并且非退化的临界点，尤其是非退化鞍

点总是孤立点。因此，考虑这样一个在点空间P中的退化的鞍点Pc，满足D2φP(Pc) =

[0]。如果该鞍点是非孤立的，那么通过鞍点 Pc的函数φP(x)的等值曲线将包含一个鞍

点的连续集。由于函数φP是解析的，因此在其定义域内不可能是常数。故，在Pc处，

φP(x)的某些泰勒展开项必须非零。“永久性原理”表明，解析函数φP(x)必须具有通

过Pc并且延伸至无穷的等势线，但这是不可能的，因为lim∥x∥→∞ φP(x) =+∞。故产生矛

盾。因此点空间 P中的谐势场φP(x) : P → R中的鞍点一定是孤立点。

下一个引理说明了φP(x)的鞍点在P中吸引盆的性质。

引理 6. φP(x)在点空间P中的任何一个鞍点的吸引盆都是零测集。

证明. 由于φP(x)是定义在P上的谐函数，因此它的hessian矩阵的迹，即 tr(D2φP)在P中
的所有点 x = (x1,x2)都是恒为0的。另外，由于Hessian矩阵的迹等于梯度∇φP(x) =

( ∂

∂x1
φP ,

∂

∂x2
φP)的散度。因此梯度系统

d
dt x(t) = −∇φP(x(t))的流保持面积形式。如果一

个鞍点 Pc吸引了一个初始点的开邻域，那么随着这些点向鞍点流动，该邻域的面积必

须收缩到零，而这与 φP(x)的零发散性质相矛盾。故φP(x)在点空间P中的每个鞍点的
吸引盆是零测集。
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根据上述定理和命题的推论，证明了在点空间P中函数σ ◦ φP(x)的所有与导航势

函数相关的性质。最后，下面这个定理表明，在机器人的工作空间W上，完整的导航
势函数ϕNF(q) = σ ◦φP ◦Φ(q)是一个有效的导航势函数，即满足定义1中的所有性质。

定理 7. 将函数σ ◦ φP : P → R与从工作空间到点空间的导航变换 Φ : W → P组合起
来，得到完整的函数ϕNF(q) = σ ◦ φP ◦Φ(q)。当参数满足K > M并且µ ≥ 1的条件时，

ϕNF(q)在机器人的工作空间W上形成了一个有效的导航势函数（如定义 1中所述）。

证明. 首先，函数ϕNF是光滑的，因为它由光滑函数复合而成。根据定理 4，σ ◦ φP除

了PG外没有任何局部最小值点。应用链式法则，可以得到∇ϕNF = [JΦ]
⊺∇(σ ◦ φP)，其

中JΦ表示函数Φ的2×2雅可比矩阵。由于Φ是W上的微分同胚映射，在集合W中，JΦ是

非奇异的。因此，在工作空间W中ϕNF的临界点和点空间P中φP的临界点之间存在一一

对应关系。

接下来考虑ϕNF在W上的临界点类型。对∇ϕNF在临界点上应用链式法则，可得：

D2ϕNF = [JΦ]
⊺D2(σ ◦φP)[JΦ]。因此，D2ϕNF的特征值的符号与每个临界点处D2(σ ◦φP)的

特征值符号相同。由于除了PG = Φ(qG)外，σ ◦φP的所有临界点都是鞍点，因此ϕNF除

了 qG外的所有临界点也都是鞍点。

接下来，验证在qG处的ϕNF的唯一全局最小值是非退化的。由于Φ(q)保持临界点的

性质不变，因此只需要证明σ ◦φP在PG处有唯一的非退化的最小值，其中PG = Φ(qG)。

函数σ ◦φP的梯度为：

∇(σ ◦φP)(x) =
µ

D2

(
2D · (x−PG)−∥x−PG∥2

∇D
)
,

其中D = ∥x−PG∥2 +∏
M
i=1 ∥x−Pi∥

2
k，因此σ ◦φP在PG点的Hessian矩阵为：

D2
σ ◦φP(PG) =

2µ

∏
M
i=1 ∥PG −Pi|

2
k
I.

由于PG是点空间P中σ ◦ φP函数的非退化最小值，因此qG是W上ϕNF的非退化最小值。

需要注意注意，由于所有其他临界点都是鞍点，因此qG是唯一的最小值。

最后考虑ϕNF在W中的可接受性(admissibility)。如之前对W的描述，∂W0是W的外
边界，{∂O1,Ow, · · · ,∂OM}是W的内部障碍物边界的集合。由于Φ将每个Oi映射为Pi，

对于i = 1, · · · ,M。因此，有σ ◦ φP ◦ Φ(∂Oi) = µ，并且有σ ◦ φP(Pi) = µ，对于外边

界∂W0，存在关系limq→∂W0 ∥Φ(q)∥=+∞。结合引理 5，这意味着：

lim
q→∂W0

σ ◦φP ◦Φ(q) = µ,

符合导航势函数的可接受性的性质。综上所述，当参数满足K > M并且µ ≥ 1的条件

时，ϕNF(q)在机器人的工作空间W上形成了一个有效的导航势函数。
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3.3 势场的定向旋转变换

上述推导得到的势场 (3.9)可以被用来驱动完整约束的机器人从任意出发点运动到

期望的目标点 qG，比如机器人可以沿着势场的负梯度方向前进，相关的方法可以参考

文献 [9, 10, 20, 26]。然而，这些方法无法保证机器人到达目标点的朝向是可控的，因

此不适用于产生带有角度朝向的路径。为了解决已有方法的局限性，本文提出了一种

对原始势场进行旋转变换的方法，可以控制机器人到达目标点的方向，并且给出了该

旋转变换依旧能保持原势场的安全性和收敛性的证明。 如图 3.5所示，所提方法的核

图 3.5 两步势场旋转变换。R
(
θ1(q)

)
为第一步旋转变换，R

(
θ2(q)

)
为第二步旋转变换，Γ(q) ≜

R
(
θ2(q)

)
R
(
θ1(q)

)
为整体旋转变换。

心思想是对原始势场进行两步旋转变换，这样可以在目标点产生一个类似电偶极子的

势场，从而使得机器人靠近达目标点附近时，可以进行方向的调整，最终以给定方向

趋近于目标点。该旋转变换由以下公式给出：

Γ(q)≜ R
(
θ2(q)

)
R
(
θ1(q)

)
, (3.30)

其中 R(θ)是文献 [2]中的标准旋转矩阵，并且与角度 θ有关系，详细表示为：

R(θ)≜

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

 ;

其中变量 θ1(q)是第一步需要转动的角度，使得在目标点附近旋转后的势场方向严格

地指向目标点，即在q点的势场的方向都沿着qG −q的方向， θ1(q)的具体定义如下：

θ1(q)≜ sd(q)δθ (q)+ sgn
(
δθ (q)

)
[1− sd(q)]δc, (3.31)
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其中 δθ (q) ≜ θq−qG −θ∇ϕNF(q)是向量 q− qG 和梯度 ∇ϕNF(q)的相对角度； δc ≜ 2π是一个

角度常数; sd(q)≜ exp(τ − τµ

(µ−ϕNF(q))2 )是一个光滑的开关函数，其在目标点取值为1，在

障碍物的边界取值为0，其中τ ∈ (0,1)是一个设计参数，µ是导航势函数ϕNF(q)的最大

值。

此外，变量 θ2(q)是第二步需要转动的角度，使得旋转后的势场在目标点附近类似

于一个电偶极子的势场， θ2(q)的具体定义如下：

θ2(q̌)≜ sd(q̌)δ ′
θ
(q̌)+ sgn

(
δ
′
θ
(q̌)

)
[1− sd(q̌)]δ ′

c +δ
′
c, (3.32)

其中q̌是经过坐标变换后得到的新坐标系下的坐标，新坐标系是以目标点qG为坐标原

点，以期望的朝向角θG为x轴的正方向，该坐标变换过程的详细定义如下：

q̌ ≜ R−1(θG)(q−qG), (3.33)

其中R(θG)是与目标角度相关的标准旋转矩阵， δ ′
θ
(q̌) ≜ θq̌是向量q̌的角度； δ ′

c ≜ π是

一个角度常数；且sd(·)的定义与公式 (3.31)中的定义相同。上述旋转变换的概念图可

见图 3.6。

将上述两步旋转变换作用到原始势场ϕNF(q)上，可以得到一个新的势场，称为定

向谐势场，该势场的定义和表述如下：

图 3.6 两步势场旋转变换概念图。

定义 15. 定向谐势场定义为对原势场进行两步旋转变换得到的势场，表示为:

ϒ(q)≜−Γ(q)∇ϕNF(q), (3.34)

其中 ∇ϕNF(q)原始导航势函数的梯度。

给定上述的定向谐势场ϒ(q)，从出发点q0的积分曲线对应于如下自治偏微分系统
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的轨迹ξ̄ (t)：
d
d t

ξ̄ (t) = ϒ(ξ̄ (t)) ∈ R2, ξ̄ (t0) = q0 (3.35)

对上述积分曲线的安全性和收敛性的证明总结为如下引理：

引理 8. 所有定义在 (3.34)中的定向谐势场ϒ(q)从任意出发点的积分曲线沿着目标方

向θG渐进收敛到目标点qG，并且不会与任何障碍物发生碰撞。

证明. 首先，在工作空间的边界q ∈ ∂W上， ϕNF(q) = µ成立。所以，在公式 (3.31)和

公式 (3.32)中的光滑开关函数满足sd(q) = 1，因此可以得到θ1(q) = θ2(q) = π。在这种

情况下，旋转矩阵变为单位矩阵，即R(θ1) = R(θ2) = I，从而Γ(q) = I也是一个单位矩

阵，即旋转变换后的势场是原始导航势函数的负梯度，为ϒ(q) =−∇ϕNF(q)。因为已经

在定理 7中证明了ϕNF(q)是一个有效的导航势函数，它的负梯度在障碍物的边界上永远

障碍物切线，即指向远离边界的方向。所以经过旋转变换后的势场仍然满足不与障碍

物碰撞的性质，即安全性。

其次，旋转变换Γ(q)是非奇异的，因为其中的两步变换R(θ1)和R(θ2)都是非奇异

的。因此，在旋转变换前后，导航势函数的所有临界点都保留其性质不变，也就是其

所有临界点还是只有全局最小值qG和所有的测度为零的非退化的鞍点。此外，由于在

封闭并且密集的集合中所有积分曲线都是有界的，那么在工作空间W（上划线表示
闭集）中，一定存在一个极限集，使得积分曲线收敛到其中。但是如文献[39]的引理

4中所描述，这样的极限集并不存在，因为不存在除qG外的其他吸引子。因此，目标

点qG是在W中唯一的极限集的吸引成分，也即ϒ(q)的积分曲线收敛到目标点qG。

图 3.7 旋转前后的轨迹。左图为沿着旋转前势场运动的轨迹图，到达目标点的方向无法控制；右
图为沿着旋转后的势场的轨迹图，机器人到达目标点的方向可以控制，这里的目标方向为 π

2。
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最后，还需要证明积分曲线是沿着目标朝向θG趋近于qG的。根据旋转变换矩阵的

定义，当q充分靠近qG的时候，光滑开关函数满足sd(q) = 1。因此，θ1(q)和θ2(q)变为

了θ1(q) = δθ (q)和θ2(q) = δ ′
θ
(q)+π。因此，变换后的势场 ϒ(q)可以简化为如下公式：

ϒ(q) =

∥∇ϕNF(q)∥cos
(
δ ′

θ
(q)+θq−qG

)
∥∇ϕNF(q)∥sin

(
δ ′

θ
(q)+θq−qG

)
 ,

其中δ ′
θ
(q)∈ (−π,π]定义在公式 (3.32)中。然后，ϒ(q)和向量qG−q的内积可以表示为：

⟨ϒ(q), qG −q⟩=−∥∇ϕNF(q)∥∥qG −q∥cos
(
δ
′
θ
(q)

)
.

值得注意的是ϒ(q)的积分曲线总是沿着最快的方向收敛到目标点qG，也就意味着需要

沿着δ ′
θ
(q) = π的区域收敛。由于 δ ′

θ
(q) = θq̌并且 q̌ = R−1(θG)(q−qG),因此δ ′

θ
(q)趋近于

π意味着 θqG−q趋近于 θG。所以，上述积分曲线沿着所期望的朝向θG收敛到目标点。引

理得证。

注 5. 很多已有的导航势函数法，如文献 [9, 10, 20, 26, 37]中描述的方法，能满足全局

收敛性质，但是往往不能保证沿着特定的方向趋近于目标点。而文本所提出的方法能

实现这一要求。与本文类似的方法也在文献 [39]中被使用，但是作者所提的方法只适

用于目标点在原点，并且目标朝向只能是x的正方向。因此，该方法与本文所提的两

步旋转变换的方法相比，具有很大的局限性。 ■

3.4 势场跟踪控制器的设计

给定上述旋转后的势场ϒ(q)，本文提出了一种适用于非完整约束(Non-Holonomic)

机器人的非线性控制器，可以驱动机器人沿着势场的负梯度方向前进，最终到达目标

点。具体来说，机器人的线速度和角速度可以通过如下公式计算：

υ = kυ tanh(∥q−qG∥) ; (3.36a)

ω =−kω (θ −θϒ)+υ [∇θϒ]
⊺ [Jϒ]Θ, (3.36b)

其中q, θ是机器人的坐标位置和方向角； kυ , kω > 0是控制参数；θϒ是向量 ϒ≜ [ϒx, ϒy]
⊺

的方向角； ∇θϒ是ϒ对θϒ的梯度，表示为∇θϒ = [ ∂ θϒ

∂ ϒx
, ∂ θϒ

∂ ϒy
]⊺； Jϒ是ϒ对q的 2×2雅克比矩

阵，其中的每一项为 [Jϒ]i j =
∂ϒi
∂q j
， i, j ∈ {1,2}；且 Θ ≜ [cosθ , sinθ ]⊺。该控制器的核

心思想是将机器人的控制系统分解为两个子系统：通过公式 (3.36b)将机器人的朝向

快速地调整为沿着θϒ的方向；而公式 (3.36a)将机器人沿着给定的速度较慢地趋向目标

点qG。对于该控制器的收敛性证明见如下命题：
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图 3.8 势场跟踪控制器的轨迹图。左图为绘制在等高线中的轨迹；右图为绘制在向量场中的轨
迹。出发点为红色五角星符号，目标点为橙色三角符号。

命题 4. 在所提控制器(3.36)的驱动下，如公式 (2.5)所描述的非完整约束机器人从工作

空间W中的任意位姿出发，都可以渐进地沿着目标方向θG收敛到目标点W。

证明. 如前文所描述，公式(3.36)所描述的机器人模型，在控制器 (3.36)下可以通过奇

异扰动 [40]分解为两个子系统：即关于方向角的快速子系统 (3.36b)，和关于位置的较

慢子系统 (3.36a)。公式 (3.36b)所描述的快速闭环子系统可以被化简为如下公式：

ω =−kω (θ −θϒ)+υ [∇θϒ]
⊺ [Jϒ]Θ

=−kω (θ −θϒ)+
∂ θϒ

∂ ϒx

(
∂ ϒx

∂ x
υ cosθ +

∂ ϒx

∂ y
υ sinθ

)
+

∂ θϒ

∂ ϒy

(
∂ ϒy

∂ x
υ cosθ +

∂ ϒy

∂ y
υ sinθ

)
=−kω (θ −θϒ)+

∂ θϒ

∂ ϒx

(
∂ ϒx

∂ x
ẋ+

∂ ϒx

∂ y
ẏ
)
+

∂ θϒ

∂ ϒy

(
∂ ϒy

∂ x
ẋ+

∂ ϒy

∂ y
ẏ
)

=−kω (θ −θϒ)+
∂ θϒ

∂ ϒx

∂ ϒx

∂ t
+

∂ θϒ

∂ ϒy

∂ ϒy

∂ t

=−kω (θ −θϒ)+ θ̇ϒ,

该结果保证机器人的朝向角θ可以以指数形式快速收敛到该点势场的方向θϒ。因此，

在这种情况下，慢速子系统可以重新表述为： q̇ = υ
ϒ

∥ϒ∥。该系统的轨迹对应于势

场ϒ(q)的积分曲线。由于已经在引理 3中证明了ϒ(q)的积分曲线沿着方向角θG收敛

到目标点qG，那么该慢速子系统也收敛到目标点。因此，在控制器 (3.36)的驱动下，

机器人能从工作空间W中任意的起点全局地并且渐进的沿着目标方向角θG收敛到目标
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点qG

最后，在所提出的控制算法 (3.36)的驱动下，机器人从(q0,θ0)到(qG,θG)的控制代

价可以用以下代价函数进行估计：

γ((q0,θ0), (qG,θG)) = r(q0, qG)+w,Q⊺(θ0,θG), (3.37)

其中，第一部分r(q0, qG) = |q0 − qG|表示直线距离代价；第二部分用于计算角度转向
的代价： (i)w = [w1,w2]

⊺是权重，其中w1,w2 > 0； (ii)Q(θ0,θG) = [Q1,Q2]，其中Q1 =

∥θϒ −θ0∥表示机器人当前方向和参考向量方向之间的转向代价； Q2 = ∥θ0G −θG∥表示
向量qG −q0和目标方向之间的转向代价。在后续在线迭代部分，将根据机器人实际的

运动代价对公式 (3.37)中的权重w进行更新。

3.5 双层导航树的构建

图 3.9 双层导航树概念图。

如图 3.9所示，本文所提出的双层导航树的概念图主要包括这几个模块：基于线

性时序逻辑的任务自动机、基于环境的导航图和基于任务序列的定向搜索树。双层导

航树主要工作流程为：首先使用线性时序逻辑描述任务点{r1,r2, · · · ,rN}之间的时序关
系，然后将其转化为任务自动机A。接着将其与基于环境的导航图G做乘积，得到乘
积自动机Â，并通过对其求解得到最优的任务序列，然后在任务点之间依次构建定向
搜索树，从而得到最优的路径规划结果。下面将详细介绍双层导航树的构建过程。
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首先根据第 2.1.3节的描述，与线性时序逻辑公式ϕ相关的Büchi自动机NBA由公式

A= (S, Σ, δ , (S0, SF))

给出，其中A描述了满足任务约束的所有可能的轨迹。然后，初始化的“导航图”被
构建为一个加权且完全连通的图：

G ≜ (Ĝ, E, d, (g0,θ0)), (3.38)

其中：(i) Ĝ = G×Θ是感兴趣区域的集合以及一个选定整数K后对应的方向角集合Θ =

2kπ/K,k = 0, · · · ,K −1； (ii)E = Ĝ × Ĝ是完全连通图的转移边的集合； (iii)d : E →
R+是节点之间的代价函数，其初始化为 d((g,θ), (g′,θ ′)) ≜ |g− g′|2 +w|θ − θ ′|，其
中∀(g,θ), (g′,θ ′) ∈ Ĝ，参数满足w > 0；并且(g0,θ0)是初始姿态。需要注意的是，初始

时刻，E是完全连通的，因为从一个区域到另一个区域的导航可行性只能在相关控制

器构建之后确定。由于同样的原因，初始的导航代价通过欧几里得距离进行估计，后

续将进行在线更新。

给定导航图G和任务自动机A，可以按照标准的模型检测流程来找到满足给定任
务ϕ约束的规划结果。具体而言，可以构建G和A的同步乘积，即

Â≜ G×A= (Ŝ, δ̂ , d̂, (Ŝ0, ŜF)),

其中Ŝ = Ĝ×S，Ŝ0, ŜF ⊂ Ŝ是初始状态和接受状态的集合， δ̂ ⊂ Ŝ× Ŝ满足(⟨g,s⟩,⟨g′,s′⟩)∈
δ̂当且仅当(g,g′) ∈ E且s′ ∈ δ (s,g)； d̂(⟨g,s⟩,⟨g′,s′⟩) = d(g,g′)，对于所有(⟨g,s⟩,⟨g′,s′⟩) ∈
δ̂成立。值得注意的是，乘积Â仍然是一个Büchi自动机，其接受的运行满足第 2.1.3节

中描述的前缀-后缀结构。更具体地，考虑以下Â的一次运行：

Ŝ = ŝ1ŝ2 · · · ŝL(ŝL+1ŝL+2 · · · ŝL+H)
ω ,

其中ŝ1ŝ2 · · · ŝL是执行一次的前缀， ŝL+1ŝL+2 · · · ŝL+H是无限重复的后缀， ŝ1 ∈ Ŝ0，ŝL+1 ∈
ŜF，L,H ≥ 1。采用嵌套的Dijkstra算法可以求解出最佳的初始和接受状态对(ŝ⋆0, ŝ

⋆
F)。因

此，给定初始环境，通过将Ŝ投影到Ĝ上，可以获得最优的任务规划结果，即

ĝ = ĝ1ĝ2 · · · ĝL(ĝL+1ĝL+2 · · · ĝL+H)
ω , (3.39)

其中 ĝℓ = ŝℓ|Ĝ表示感兴趣区域。关于求解算法更详细的描述可以参考文献 [33]。

给定上述最优的任务序列，可以通过设计适当的谐势场，按顺序遍历任务规划结

果ĝ中的每条转移边(ĝℓ, ĝℓ+1)。这一方法在文献 [9, 20]中有所提及。然而，正如在 1.2节

中提到的，当(ĝℓ, ĝℓ+1)在部分已知的工作空间中相距较远时，得到的轨迹可能会产生

局部震荡或抖动（尤其是靠近工作空间的边界时），并且会导致较大的控制代价。因
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此，本文提出了一种结构化的定向搜索树来解决这些问题。具体而言，与(ĝℓ, ĝℓ+1)相

关联的定向搜索树是由四元组定义的树状结构：

Tĝℓ→ĝℓ+1 ≜
(
V, B, γ, (ν0, νG)

)
, (3.40)

其中V ⊂W× (−π, ,π]是顶点的集合； B ⊂ V ×V是边的集合； γ : B → R≥ 0是需要估

计的边的代价； ν0 = ĝℓ和νG = ĝℓ+1是初始和目标位姿。因此接下来的目标就是在T中
找到一系列的顶点，作为从ν0到νG的路径点。初始时，V = {ν0, νG}，B = /0。然后，顶

点集合可以通过各种常用的方法生成，例如直接离散化，包括均匀分割、三角剖分和

文献 [2]中的Voronoi分割；或者采用基于采样的方法，如 PRM [21]和RRT [1]。因此，

从这点可以看出，定向搜索树并不局限于某种特定的方法。值得一提的是，在工作空

间W中的这些顶点都应该带有角度倾向，以使得其更适用于非完整约束机器人。得到
上述顶点集合之后，任何一个顶点都与其自由邻域内的所有顶点相连，即 (ν , ν ′) ∈ B，

只要对于某一给定半径ε > 0，满足|ν−ν ′|< ε。对于每条可行边(ν , ν ′)∈E，从ν到ν ′的

路径可以通过构建以ν ′为目标点的谐势场得到，从而驱动公式(2.5)中描述的机器人的

控制代价γ(ν , ν ′)可以使用公式 3.37进行估计。因此，给定上述的任何加权有向连接

树 Tĝℓ→ĝℓ+1，可以使用文献中 [2]的任何搜索算法进行求解，例如Dijkstra算法和A⋆算法

（将|ν −νG|作为启发式函数），从而找到从ν0到νG的最短路径。将路径结果记为：

Pĝℓ→ĝℓ+1 ≜ ν0ν1 · · ·νK−1νG, (3.41)

其中 νk ∈ V，(νk, νk+1) ∈ B，∀k ∈ [0 ,K − 1]。换句话说，路径上的每个顶点都可以

作为从初始位姿到目标位姿导航的中间路径点。在上述过程中，使用导航代价公式

(3.37)可以计算搜索树Tĝℓ→ĝℓ+1中的每条边的控制代价，从而更准确地估计从任务区

域ĝℓ到区域ĝℓ+1的导航代价。因此，导航图G中的实际代价函数由下式给出：

d(ĝ, ĝ′) =
K−1

∑
k=0

γ(νk, νk+1), (3.42)

其中Pĝ→ĝ′ = ν0ν1 · · ·νK是搜索树Tĝ→ĝ′中从ĝ到ĝ′的最短路径。
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第四章 在线迭代更新

根据上述初始规划和执行策略，机器人可以在工作空间内自主导航并探索其周围

环境。随着机器人检测到更多的障碍物，初始规划的双层导航树需要被更新，其中既

包括上层树结构的更新又包括底层导航势函数的更新。在对这两部分进行更新时，如

果完全重新规划导航树并且重新计算导航势函数将会导致较大的计算量，这使得算法

不适用于在线的情形。针对该问题，本文提出了使用递归算法来逐步更新导航势函数

和导航树的结构，从而能提高在线执行的效率。

4.1 导航势函数的在线迭代计算

传统计算导航势函数的方法，如文献[9, 28, 38]中的方法，在构建势场的时候，必

须一次性将已知工作区域中的所有障碍物全部考虑进去。这意味着每次有新的障碍物

添加到工作空间中时，整体的计算过程都必须从头开始，这会带来很多不必要的重复

计算。一种更直观的方法是通过存储和重用一些中间变量，增量式地更新和计算导航

势函数的不同部分。具体而言，考虑以下两种情形：（i）新添加的障碍物与已有的障

碍物相互独立；（ii）新添加的障碍物与已有的障碍物相互重叠。

4.1.1 独立障碍物的迭代计算

图 4.1 独立障碍物的迭代计算。

首先考虑简单的情形，如图4.1所示，即将一组不重叠的星形障碍物Ok, k= 1, · · · ,M，
按顺序依次添加到工作空间W = O0中。如第3.2节所讨论的那样，对于每个障碍物，
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可以通过公式(7)中的径向放缩变换构建从星形到球形的变换。具体而言，在添加完

第k个障碍物后，从星形空间到圆形世界的微分同胚映射可以重新表示为：

Φ
k
S→M(q)≜ id(q)+

k

∑
i=0

σ
k
i (q) [vi(q)−1] (q−qi)， (4.1)

其中σ k
i (q)是与i和k相关的解析切换函数； vi(q)是定义在公式(3.11)中的变形因子；

qi是障碍物Oi的几何中心，其中i = 0,1, · · · ,k。接下来，定义如下中间变量：

𭟋k
i (q)≜ σ

k
i (q)ri(q)， (4.2)

其中ri定义为ri ≜ [vi(q)− 1](q− qi)。因此，公式(4.1)中表示的变换可以调整为如下公

式：

Φ
k
S→M(q) = id(q)+

k

∑
i=0

𭟋k
i (q)。 (4.3)

值得注意的是当k = 0时，对于工作空间外边界的变换函数𭟋0
0(q)可以使用公式(3.17)中

描述的初始变换进行计算。之后，每当新的障碍物Ok+1添加到工作空间中时，对于已

有障碍物的变换函数𭟋k
i (q)需要更新到𭟋k+1

i (q), ∀i = 0,1, · · · ,k，并且对于新添加的障碍
物的变换函数𭟋k+1

k+1(q)也需要计算出来。为了方便表示，定义以下用于递归计算的多元

辅助函数：

Ψ(𭟋,r, r̃,α)≜
∥𭟋∥ r̃

α (∥r∥−∥𭟋∥)+∥𭟋∥
， (4.4)

其中𭟋,r, r̃表示向量，而α是一个标量，并且满足α (∥r∥−∥𭟋∥)+∥𭟋∥ ̸= 0。借助该辅助

函数，与工作空间外边界相关的变换函数𭟋k+1
0 (q)可以从函数𭟋k

0(q)迭代计算得到，即

有如下公式：

𭟋k+1
0 (q) = Ψ

(
𭟋k

0(q), r0(q), r0(q), α
k(q)

)
， (4.5)

其中r0(q)是定义在公式(4.2)中的与工作空间外边界相关的变量，变量αk(q)定义为

αk(q) = λk+1
λk βk+1(q)

， λk和λk+1是定义在解析切换公式(3.17)中的正实数。关于迭代计算

公式(4.5)合理性的证明见如下引理。

引理 9. 在公式(4.5)中，关于工作空间的外部边界的变换函数𭟋k+1
0 (q)的迭代计算是有

效的，其中k = 0,1, · · · ,M−1。

证明. 可以通过数学归纳法进行证明。首先，𭟋k
0(q)的初始值由初始公式(3.17)计算得

到，即𭟋0
0(q) = σ 0

0 (q)r0(q)，该结果满足变换函数(4.2)。现假设存在某一个特定的正整

数m ≥ 0，使得

𭟋m
0 (q) = σ

m
0 (q)r0(q)
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成立，其中

σ
m
0 (q) =

γG(q)β
m
0 (q)

γG(q)β
m
0 (q)+λmβ0(q)

，

那么，通过函数(4.5)推导出的𭟋m+1
0 (q)结果为：

𭟋m+1
0 (q) =

∥r0(q)∥r0(q)
αm(q)(∥r0(q)∥−∥σ m

0 (q)r0(q)∥)+∥σ m
0 (q)r0(q)∥

。

由于

∥r0(q)∥ ≥ 0, σ
m
0 (q)≥ 0, 并且 α

k(q) =
λk+1

λk βk+1(q)
，

那么𭟋m+1
0 (q)可以化简为：

𭟋m+1
0 (q) =

λmσ m
0 (q)βm(q)

σ m
0 (q)+λm+1(1−σ m

0 (q))
r0(q)

=
λmγG(q)β

m
0 (q)βm(q)

γG(q)β
m
0 (q)+λm+1(γG(q)β

m
0 (q)+λmβ0(q)− γG(q)β

m
0 (q))

r0(q)

=
λmγG(q)β

m
0 (q)βm(q)

γG(q)β
m
0 (q)+λm+1λmβ0(q)

r0(q)。

此外，因为

σ
m+1
0 (q) =

γG(q)β
m+1
0 (q)

γG(q)β
m+1
0 (q)+λm+1β0(q)

。

并且

β
m+1
0 (q) = β

m
0 (q)βm+1(q)。

所以𭟋m+1
0 (q)可以进一步化简为：

𭟋m+1
0 (q) = σ

m+1
0 (q)r0(q)。

该结果也满足变换函数(4.2)。综上所述，𭟋k+1
0 (q) =Ψ

(
𭟋k

0(q), r0(q), r0(q), αk(q)
)
对∀k =

0,1, · · · ,M−1都成立。

此外，对每个内部障碍物Oi，i = 0,1, · · · ,k，相关的变换函数𭟋k+1
i+1 (q)也可以通过

公式𭟋k+1
0 (q)递推计算得到，即：

𭟋k+1
i+1 (q) = Ψ

(
𭟋k+1

i (q), ri(q), ri+1(q), αi(q)
)
。 (4.6)

其中ri(q)和ri+1(q)是定义在公式(4.2)中的与第i个和第(i+1)个障碍物相关的变量，且变

量αi(q)定义为αi(q) =
β 2

i+1(q)
β 2

i (q)
。关于迭代计算公式(4.5)有效性的证明见如下引理。

引理 10. 在公式(11)中，关于每个内部障碍物的变换函数𭟋k+1
0 (q)的迭代计算是有效的，
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其中i = 0,1, · · · ,k。

证明. 同样可以通过数学归纳法证明。首先，𭟋k+1
i+1 (q)的初始值由初始公式(3.17)计算得

到，即𭟋k+1
0 (q) = σ

k+1
0 (q)r0(q)，该结果满足变换函数(4.2)。现假设存在某一个特定的

正整数m ≥ 0，使得

𭟋k+1
m (q) = σ

k+1
m (q)rm(q)

成立，其中

σ
k+1
m (q) =

γG(q)β
k+1
m (q)

γG(q)β
k+1
m (q)+λk+1βm(q)

。

那么，通过函数(11)推导出的𭟋k+1
m+1(q)结果为：

𭟋k+1
m+1(q) =

∥σ k+1
m (q)rm(q)∥rm+1(q)

αm(q)(∥rm(q)∥−∥σ k+1
m (q)rm(q)∥)+∥σ k+1

m (q)rm(q)∥
。

由于

∥rm(q)∥ ≥ 0, σ
k+1
m (q)≥ 0, 并且 αi(q) = β

2
i+1(q)/β

2
i (q)。

那么𭟋k+1
m+1(q)可以化简为：

𭟋k+1
m+1(q) =

σ k+1
m (q)β 2

m(q)
σ k+1

m (q)β 2
m(q)+(1−σ k+1

m (q))β 2
m+1(q)

rm+1(q)

=
γG(q)β

k+1
m (q)β 2

m(q)

γG(q)β
k+1
m (q)β 2

m(q)+(γG(q)β
k+1
m (q)+λk+1βm(q)− γG(q)β

k+1
m (q))β 2

m+1(q)
rm+1(q)

=
γG(q)β

k+1
m (q)βm(q)

γG(q)β
k+1
m (q)βm(q)+λk+1

rm+1(q)。

此外，因为

σ
k+1
m+1(q) =

γG(q)β
k+1
m+1(q)

γG(q)β
k+1
m+1(q)+λk+1βm+1(q)

，

并且

β
k+1
m+1(q) =

β
k+1
m (q)βm(q)
βm+1(q)

，

所以𭟋k+1
m+1(q)可以进一步化简为：

𭟋k+1
m+1(q) = σ

k+1
m+1(q)rm+1(q)。

该结果也满足变换函数(4.2)。综上所述，𭟋k+1
i+1 (q) = Ψ

(
𭟋k+1

i (q), ri(q), ri+1(q), αi(q)
)
对

∀i = 0,1, · · · ,k都成立。

注 6. 公式(4.5)是对函数𭟋k+1
0 (q)的上标k进行迭代计算，并且其初值为𭟋0

0(q)，而公
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式(11)是对函数𭟋k+1
i+1 (q)的下标i进行迭代计算，并且其初值为𭟋k+1

0 (q)。需要进行两次

迭代的原因是，当第(k+ 1)个障碍物添加到已有的工作空间中，要先将与工作空间的

外边界有关的变换函数𭟋k
0更新到𭟋k+1

0 ，这是因为要考虑新添加的障碍物的信息，其

次，以函数𭟋k+1
0 作为初始值，通过迭代计算公式(11)增量式地计算对每个内部障碍物

的变换函数𭟋k+1
i+1。 ■

4.1.2 重叠障碍物的迭代计算

图 4.2 重叠障碍物的迭代计算。

其次，需要考虑新添加的障碍物可能与已有的障碍物相互重叠。更具体地，假设

一系列障碍物Ok,k = 1, · · · ,N，添加到一个星形空间中，并与一个现有障碍物相互重
叠，形成一个丛林空间，如图4.2所示。如第3.2节所讨论的静态场景中所述，从丛林空

间到星形空间的消除变换(3.21)可以通过径向放缩变换(3.27)进行构建。详细来讲，对

上述丛林空间中某个星形树的第k个障碍物的消除变换可以重新表示为：

fk(q)≜ id(q)+σk(q,ξk) [(vk(q)−1)(q− pk)], (4.7)
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其中σk(q,ξk)是与k相关的解析切换函数， vk(q)是定义在公式(3.25)中的变形因子，并

且pk是定义在公式(3.19)中的障碍物Ok和其父障碍物Ok⋆的共同中心。与公式(4.2)类似，

定义如下中间变量：

Hk(q)≜ σk(q,ξk)rk(q), (4.8)

其中rk(q)定义为rk(q)≜ [vk(q)−1](q− pk)。因此，在添加完第k个障碍物后，从丛林空

间到星形空间的变换可以调整为如下公式：

Φ
k
F→S(q)≜ H1 ◦H2 ◦ · · · ◦Hk(q)。 (4.9)

需要注意，当k = 1时，新添加的障碍物构成了一棵新的星形树，并且对于障碍物O1的

消除变换可以通过公式(3.28)进行计算。然后，每当第(k+1)个障碍物添加到工作空间

中，公式(4.9)可以按照如下方式进行更新：

Φ
k+1
F→S(q) = Φ

k
F→S ◦Hk+1(q), (4.10)

其中函数Hk+1(q)可以通过公式(4.4)从函数Hk(q)迭代得到，即：

Hk+1(q) = Ψ(Hk(q), rk(q), rk+1(q), αk(q)), (4.11)

其中Ψ(·)是定义在公式(4.4)中的辅助函数， rk+1(q)和rk(q)是定义在公式(4.8)中分别与

第(k+1)和第k个障碍物相关的变量，且αk(q)是额外的变量,具体形式如下：

αk(q) = ζk
βk+1(q) β̃k(q)β(k+1)⋆(q)

β 3
k (q) β̃k+1(q)βk⋆(q)

,

其中ζk = ξk+1/ξk，且ξk和ξk+1是定义在公式(3.21)中的设计参数， β̃k+1(q)和β̃k(q)的定义

与在公式(3.21)中的定义相同。关于迭代计算公式(4.11)有效性的证明见如下引理。

引理 11. 在公式(4.11)中，关于每个新添加的叶障碍物的变换函数Hk+1(q)的迭代计算

是有效的，其中k = 0,1, · · · ,N −1。

证明. 该引理同样可以通过数学归纳法证明。首先，Hk+1(q)的初始值由初始公式(3.28)

计算得到，即H1(q) = σ1(q,ξ1)r1(q)，该结果满足变换函数(4.8)。现假设存在某一个特

定的正整数l ≥ 0，使得

Hl(q) = σl(q,ξl)rl(q)

成立，其中

σl(q,ξl) =
γG(q)β l(q)

γG(q)β l(q)+ξlβl(q)
。
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那么，通过函数(4.11)推导出的Hm+1(q)结果为：

Hl+1(q) =
∥σl(q,ξl)rl(q)∥rl+1(q)

αl(q)(∥rl(q)∥−∥σl(q,ξl)rl(q)∥)+∥σl(q,ξl)rl(q)∥
。

由于

∥rl+1(q)∥ ≥ 0, σl(q,ξl)≥ 0, 并且 αl(q) =
ξl+1

ξl

βl+1(q) β̃l(q)β(l+1)⋆(q)

β 3
l (q) β̃l+1(q)βl⋆(q)

,

那么Hl+1(q)可以化简为：

Hl+1(q) =
σl(q,ξl)ξl β 3

l (q) β̃l+1(q)βl⋆(q)

γG(q)β l(q)ξl β 3
l (q) β̃l+1(q)βl⋆(q)+(1−σl(q,ξl))ξl+1 βl+1(q) β̃l(q)β(l+1)⋆(q)

rl+1(q)

=
γG(q)β l(q)ξl β 3

l (q) β̃l+1(q)βl⋆(q)

γG(q)β l(q)ξl β 3
l (q) β̃l+1(q)βl⋆(q)+ξlβl(q)ξl+1 βl+1(q) β̃l(q)β(l+1)⋆(q)

rl+1(q)

=
γG(q)β l(q)β 2

l (q) β̃l+1(q)βl⋆(q)

γG(q)β l(q)β 2
l (q) β̃l+1(q)βl⋆(q)+ξl+1 βl+1(q) β̃l(q)β(l+1)⋆(q)

rl+1(q)。

此外，因为

σl+1(q,ξl+1) =
γG(q)β l+1(q)

γG(q)β l+1(q)+ξl+1βl+1(q)
,

并且

β l+1(q) =
β l(q)β

2
l (q)βl⋆(q)β̃l+1(q)

β ⋆
l+1(q)β̃l(q)

,

所以Hl+1(q)可以进一步化简为：

Hl+1(q) = σl+1(q,ξl+1)rl+1(q),

该结果也满足变换函数(4.8)。综上所述，Hk+1(q)=Ψ(Hk(q), rk(q), rk+1(q), αk(q))对∀k=

0,1, · · · ,N −1都成立。

注 7. 注意到，对独立障碍物的迭代计算和对重叠障碍物的迭代计算这两种情况使

用了相同的辅助函数Ψ(·)进行递归计算，这是因为该辅助函数是从公式(3.17)和公

式(3.21)导出的，而这两者具有相同的形式。 ■

4.1.3 一般情况下的迭代计算

综合以上两种情形，可以使用一种统一的方法来描述当新的障碍物添加到工作空

间中时更新导航势函数。更具体地，当第k个障碍物Ok添加到工作空间中后，从丛林

空间到圆形空间的递归变换如下：

Φ
(k)
F→M(q)≜ Φ

(k)
S→M ◦Φ

(k)
F→S(q), (4.12)
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其中如果新的障碍物Ok+1作为一个独立的障碍物添加到工作空间中时，需要使用公

式(4.1)将变换Φ
(k)
S→M更新为 Φ

(k+1)
S→M；否则，如果新的障碍物Ok+1与已有的障碍物相重

叠，就需要使用公式(4.10)将变换Φ
(k)
F→S更新为 Φ

(k+1)
F→S。另外，每当一个新的独立的障

碍物添加到工作空间中时，定义在点空间中的谐势场需要使用如下的递归函数进行更

新：

φ
k+1
P (x) =

1
K +1

(
φ(x, Pd)+φ(x,PM+1)

)
+

K
K +1

φ
k
P(x), (4.13)

其中函数φ k
P(x)和φ

k+1
P (x)分别是第k步和第(k+1)步的谐势场，函数φ(x,PM+1)是新添加

的障碍物对应在点空间中的谐函数。根据更新后的变换Φ
(k)
F→M(q) 和点空间中的谐函

数φ
k+1
P (x)，可以相应地得到在新的环境下的导航函数为ϕ

k+1
NF (q)。

4.2 定向搜索树的局部更新

随着新的障碍物被检测到并添加到工作空间中，在第3.5节中构建的定向搜索树

Tĝℓ→ĝℓ+1的某些部分可能会变得无效，因为其中的某些顶点可能会落在新的障碍物内。

更重要的是，由于导航势函数随着环境不断更新，搜索树的某些边的相关代价需要重

新进行估算。针对这些情况，本节描述了如何在检测到新的障碍物时在线地更新搜索

树，而不是完全重新构建。

定向搜索树的在线更新包含三个主要的步骤： (I)剪支。对于每个搜索树Tĝℓ→ĝℓ+1，

找出其中位于新加入障碍物内的节点，即ν ∈ Ok，并将它们从顶点集V中移除。而与

它们所连接的边也需要相应地从边集E中删除。因此，剩下的树可能会变成不连通的，

那么从当前顶点到目标点的路径可能不再存在。 (II)基于势场的节点再生成。为了重

新将定向搜索树与目标节点进行连通，就需要产生新的节点。可以使用与第3.5节中类

似的方法生成节点，但是这些方法往往是在全局空间中进行。然而，取决于工作空间

的变化方式，将搜索树的生长方向集中在已经修改过的障碍物区域会更加有效。由于

谐势场的更新很大程度上取决于工作空间中局部变化的区域，因此可以在势场变化大

的区域重新生成新节点。根据特定的工作空间离散化的形式，可以使用以下具有势场

变化倾向的方法生成新节点：

b(q) ∝ |ζ k+1(q)−ζ
k(q)|, (4.14)

其中ζ k(q)≜ exp(1− µ

ϕk
NF(q)

)，且ζ k+1(q)与ζ k(q)的定义类似。上式中|ζ k+1(q)−ζ k(q)|描述
了势场在添加完障碍物Ok前后的变换，这样就可以让搜索树在势场变化较大的区域

进行生长并与目标节点连通。 (III)路径修正。一旦产生新的节点添加到V中并与已有

节点进行连接，与每条边相关的代价就需要根据势场的更新重新进行估计。为了更

准确地计算这些代价值，本文提出了一种线性拟合的方法，根据机器人经过的顶点
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之间的边的实际代价来调整代价函数(3.37)中的权重w。具体来说，假设机器人已经

穿过一组M对顶点的边，其中实际代价的集合表示为 γ̄⋆ = [γ⋆
1 ,γ

⋆
2 , · · · ,γ⋆

M]；使用代价函

数(3.37)计算出来的估计代价的集合表示为 γ̄ = [γ1,γ2, · · · ,γM]；其中直线距离代价的集

合表示为 d̄ = [d1,d2, · · · ,dM]；转向代价的集合表示为 Q̄ = [Q1,Q2, · · · ,QM]。然后，通

过以下方式更新代价权重：

w⋆ = (Q̄⊺Q̄)−1Q̄⊺(γ̄⋆− d̄). (4.15)

因此，这些最优权重w⋆可以替换掉原始权重w来估计每条边的代价。之后，可以通过

相同的搜索算法找到从当前顶点到目标顶点的最优路径，即 Pĝ→ĝ′ = νt · · ·νK−1νG。

4.3 导航图的局部更新

在更高的任务层面，由于定向搜索树已经更新，导航图G的可行性和代价也要相
应地进行更新，从而会导致不同的任务规划结果ĝ。具体而言，导航图G分为两个步骤
进行更新： (i)根据路径Pĝ→ĝ′是否在搜索树Tĝ→ĝ′内重新评估从ĝ到ĝ′的导航可行性。如

果不存在，则将转换边(g, g′)从E中删除。而这种情况通常是由于新发现的障碍物阻挡

了一些自由通道造成的。 (ii)在新的搜索树内更新路径后，根据代价函数(3.37)重新计

算E中转换边的代价。因此，可以说导航图G每次都必须根据最新的环境模型进行更
新。给定更新的乘积自动机Â，最优任务规划ĝ⋆将重新被构建。这就意味着，随着环

境的逐渐探索，被无限重复的任务计划后缀将渐近地收敛到最优。
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第五章 算法总结与复杂度分析

5.1 算法总结

总的来说，在初始化构建的时候，首先构建与导航图G的每个转移边相关联的定
向搜索树{Tĝ→ĝ′}，然后构建与每个Tĝ→ĝ′的边相关联的定向谐势场{ϒν→ν ′}，从而分层
地构建导航图G。给定G，通过计算乘积自动机Â，可以得到初始的规划结果ĝ。然后，

通过跟踪与每个转移相关联的转移序列和与每个转移关联的边序列，分层地执行计

划ĝ。同时，当机器人探索到更多障碍物时，首先递归的更新谐势场ϒ，然后局部地更

新定向搜索树{Tĝ→ĝ′}和导航图G。因此，给定当前机器人的位姿和更新后的乘积自动
机Â，任务规划ĝ会进行动态地调整，以适应新的环境。这个迭代更新的过程将不断地

重复进行，直到机器人完成所有给定任务。

5.2 复杂度分析

由于机器人的探索过程中需要实时更新导航图和定向搜索树等结构，因此需要考

虑算法的计算复杂度。具体而言，离线初始化期间，构建乘积自动机Â的计算复杂度
为O(N2M2)，其中N是感兴趣的区域的数量，M是在Bϕ中的状态数量。构建定向搜索

树T的复杂度为O(D)，其中D是中间路径点的数量。对于具有K个星形障碍物和H颗星

形树的环境，计算初始定向势场ϒ的复杂度为O(K2 +H3)，因此计算完整的导航图G的
复杂度为O(N2M2 +D(K2 +H3))。在线执行期间，每次添加障碍物时，ϒ的更新复杂度

为O(K +H)。对于局部更新的G和T，它们的复杂度分别为O(XM2)和O(Y )，其中X是

需要添加的顶点数量， Y是生成的中间路径点的数量。
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第六章 仿真与实验

为了进一步验证本文提出的方法的有效性，本节进行了必要的数值仿真和硬件实

验，并与前言的方法进行了定量比较。仿真在Intel Core i7-1280P CPU上使用Python3实

现。硬件实验的平台将在后续小节中进行介绍。

6.1 数值仿真

首先，本文针对两种不同的障碍物环境和不同的时序任务进行了数值仿真。本节

先对障碍物环境和复杂任务进行了描述，随后展示了仿真结果和对比结果，并对结果

进行了定量的对比分析。

6.1.1 环境与任务描述

一个满足非完整约束模型的机器人被部署在一个4m × 5m的工作区域内，如图

6.1所示。机器人的大小为0.2m × 0.3m，装备有虚拟的激光雷达传感器，最大检测

范围为1m。机器人实时的位置用qt表示。控制器公式 (3.36)中的控制增益设为kυ =

0.5和kω = 0.3。导航势函数的公式 (2.2)中的初始参数被设为K = 2和µ = 1。如图 6.1和

图 6.3所示，整个环境模拟了一个非平凡的办公室环境，其由许多重叠的方圆形的障

碍物构成。最初，机器人预先知道工作区域的外部边界和几个内部障碍物。

此外，工作区域中有五个被标记为r1,r2,r3,r4,r5的感兴趣区域，即任务区域。这里

考虑了两个不同的任务，分别表示为LTL公式： (i)机器人应以任意顺序经过这些感兴

趣区域，即ϕ1 = (3r1)∧ (3r2)∧ (3r3)∧ (3r4)∧ (3r5)； (ii)机器人应从存储室r1和r2中

的任意一个将物体运输到目的地r3、r4和r5，即ϕ2 = 3
(
(r1 ∨ r2)∧ (3r2)

)
∧3

(
(r1 ∨ r2)∧

(3r2)
)
。可以看出，有许多方式可以完成这些给定的任务，而其运行的代价高度依赖

于实际工作空间的结构。

6.1.2 仿真结果

在第一个场景中，实际的工作区包含 17个障碍物，如图 6.1所示，机器人从已

知6个障碍物的工作空间中，从起始位置qt0 = (0.5m,0.45m)开始运动。初始时刻，与

ϕ1相关的NBA具有32个状态和243个边。与感兴趣区域相关的有限转移系统初始化为

全连接的图，并且每条边的权重由欧几里得距离估计。因此，两者乘积具有192个状

态和1435条边，其中最优任务规划结果是 P⋆
0 = qt0,r1,r2,r3,r4,r5。在这个上层任务规划
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的引导下，机器人以第一个任务点 r1为当前目标点，使用与公式 (3.9)相关的转换来

构建初始导航势函数 ϕ0
NF(q)，在工作空间的每个点上，导航势函数ϕ0

NF(q)的平均计算

时间为 13.89ms，相应的等高线以绿色曲线表示，如图 6.1所示。给定 ϕ0
NF(qt)，利用

(3.36)中的非线性控制器跟随定向谐势场 ϒ(qt)驱动机器人朝着当前任务运动，机器人

的实时轨迹用红色曲线表示。 随着机器人逐步执行当前规划并探索未知的工作空间，

图 6.1 场景一：机器人以任意顺序经过任务点。

新的障碍物在离散时间点被激光传感器检测到，如图 6.1 所示。在这些离散时刻 tk，

对于 k = 1,2, · · · ,11，导航图 G被相应地更新以满足可行性和代价最优性。如图 6.1所

示，实时的任务计划相应地更新为 P⋆
4 = qt4,r5,r4,r3,r2,r1 和 P⋆

9 = qt9,r2,r1。给定新的任

务规划结果，通过 (4.1)中描述的方法增量地计算 tk时刻的导航势函数 ϕk
NF(q)，其中转

换 Φk
S→M 和 Φk

F→S可以通过迭代计算的方法得到。图 6.2显示了本文所提的增量式的
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图 6.2 导航势函数的平均计算时间。粉色线条对应的是本文所提增量式的计算方法；绿色的线条
对应的是传统的计算方法。

方法和传统的方法 [18, 41]计算 ϕk
NF(q)的平均时间。传统的计算方法是随着环境的更

新每次都完全重新计算导航势函数，因此计算复杂度较高。从图 6.2中的结果可以看

出，所提方法在计算时间的减少是显著的，这意味着该方法更适合于在线导航。在每

次更新后，机器人沿着当前的定向谐势场 ϒ(qt)继续导航。所有任务在 115.1s内完成，

产生的平滑轨迹的总距离为 23.29m，如图 6.1所示。

6.1.3 对比

图 6.3 场景二：机器人从储存室搬运并配送物品。左图为本文所提方法运行的结果；右图为传统
导航势场法运行的结果。

为了一步展示本文的方法的有效性，下面将所提方法与没有高层任务迭代的常

规方法，如文献 [18, 41]中的方法进行了比较。在这个场景中，实际环境由14个重
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叠的障碍物组成，如图 6.3所示。机器人从坐标(3.4m,4.6m)开始，运动前已经预先知

道6个障碍物。初始时刻的任务规划方法与上一个场景相同，得到的规划结果为为P⋆
0 =

r1,r3,r4,r5。在线执行和迭代更新过程中，本文提出的方法动态地调整了高层规划器和

底层的谐势场。最终轨迹如图 6.3所示，且最终的任务规划结果为P⋆
14 = r2,r5,r3,r4。相

反，所对比的方法，即没有定向搜索树和高层任务规划引导的传统导航势函数法，对

初始计划的盲目执行导致了高代价的轨迹，如图 6.3所示。此外，正如 [9]所指出的那

样，传统的导航势函数在在线执行过程中往往会产生振荡轨迹，这在图 6.3的右图中

中凸显了出来。相比之下，本文所采用的方法不仅产生了平滑的轨迹，而且得到了高

效的规划结果。提出方法的总执行时间和轨迹代价分别为83.2s和14.36m，而传统方法

则需要114.5s和16.18m。

6.2 硬件实验

为了进一步验证所提方法在现实环境和机器人硬件平台上的运行效果，本文在实

验室的平台上开展了硬件实验。

图 6.4 硬件平台。左图为平台环境；右图为无人小车。

6.2.1 硬件平台介绍

本文所使用的硬件平台称为KK-Swarm 1，是基于ROS的一款机器人运动控制

硬件平台，如图 6.4所示。该平台使用的无人小车为差速驱动小车，尺寸的大小为

119.75mm×105.01mm×79.07mm，实车如图 reffig:platform所示。小车的坐标位置通过

海康威视相机和二维码检测工具获取并传送到主机。对小车发送控制指令速度 υ和和

角速度 ω可以实现运动控制，其最大线速度为υmax = 0.6m/s。

1 详细介绍参考平台开源项目：https://wiki.amovlab.com/public/misaro-doc/
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6.2.2 环境与任务描述

图 6.5 障碍物环境。左图为仿真环境中的初始环境；中图为仿真环境中的真实环境；右图为硬件
平台中的环境。

如图 6.5所示，机器人所处的真实环境由 8个障碍物和外部工作空间边界组成，其

中整体工作空间的尺寸大小为 2.0m×2.0m，障碍物的尺寸大小不等。初始时刻，机器

人只知道部分外部工作空间和部分障碍物，如图 6.5中左图所示。机器人的起始位置

在 (0.5m,0.4m)点，可以通过虚拟雷达检测环境中未知的障碍物，且雷达的检测范围为

0.25m。导航势函数的公式 (2.2)中的初始参数被设为K = 3和µ = 1。机器人的控制输入

由公式 (3.36)计算得到，且公式中的控制增益设为kυ = 0.2和kω = 0.3。控制输入的采

样时间间隔为 0.1s。

在工作空间中，有四个任务区域，记作r1,r2,r3,r4，如图 6.5中的右图所示。机器

人需要以任意顺序经过这些区域以完成特定任务，该任务可以通过线性时序逻辑公式

描述为： ϕ = (3r1)∧ (3r2)∧ (3r3)∧ (3r4)。

6.2.3 实验结果

实验的整体运行结果如图 6.6(a)-(f)所示。初始时刻，任务规划的最优结果为P⋆ =

r1,r2,r3,r4，在该结果的引导下，机器人沿着定向势场朝着 r1运动，当机器人检测到新

的障碍物时，相应的任务规划的结果依次为P⋆ = r1,r3,r4,r2，和P⋆ = r1,r3,r4,r2。最终

机器人以较优的时间代价和路径代价完成所有任务，如图 6.6(f)所示。运行的总时间

和总路程分别为173.28s和8.32m。根据实验结果可知，机器人在现实中的部分已知障

碍物环境里面能够安全、平滑地完成所有任务。

第 48页



基于人工势场法的机器人任务与运动规划算法研究

图 6.6 实验结果。机器人的实时运行轨迹由红色曲线绘出。
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第七章 结论

本研究提出了一种集成任务规划与运动规划的混合式的控制规划框架，称为双层

导航树，它结合了形式化方法进行任务规划和定向谐势场进行在线导航。与已有的方

法相比本研究的主要优势在于：

（I）提出了一种新颖的规划控制结构，将任务规划和运动控制统一起来，能保证

全局导航的安全性和收敛性。

（II）提出了一种新的导航势函数的构建方法，可用于重叠的障碍物环境，并针

对在线情况对该方法进行了优化，可以随着障碍物的增加迭代更新势场；

（III）设计了一种基于定向谐势场的新型非线性控制器，适用于现实生活中常见

的欠驱动移动机器人，并且能确保机器人的安全和平稳运动；

（IV）提出了一种混合式的在线迭代方法，可同时递归地更新谐势场、定向搜索

树以及任务导航图。

针对所提框架，本文从理论分析、数值仿真和硬件实验上进行了充分的分析和验

证，并与传统方法进行了理论上和仿真上的对比。对比和实验结果表明，所提方法能

实现机器人在未知环境中高效地完成复杂任务，与已有的方法相比具有明显的优越

性。此外，得益于所提方法的优点，其在现实场景中具有较高的应用价值，比如自主

导航机器人、无人配送和物流运输等场景。未来的工作考虑将现有方法与动态环境、

多机器人系统、无人机导航、深度学习等相关领域相结合，以实现更高级别的自主导

航和规划能力。
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